 MARiN tURLEA FiLOSOFiA MATEMATiCii Marin turlea a absol v i t Fac u l tatea de fi losofie a U n i vers itati i d i n Bucuresti in 1 96 5 A obtinut titlu l de doctor in fi losofie in 1 977 in prezent este profesor universitar doctor l a Facultatea de fi losofie a Univers itati i d i n Bucuresti, unde preda fi losofia matematicii si fi losofia sti intei De acelasi autor: • Filosofia si fundamentele matematicii, Editura Academ iei Romane, Bucuresti, 1 982 • Tratatul Te oria cunoasterii stiintifice, (cap 8), Ed itura Academiei Romane, Bucuresti, 1 982 (Premi u l Academ iei " Simon Bamutiu") • Filosofia matematicii, Editura Un iversitatii d i n Bucuresti, 1 995 • Existenta si adevar in matematica, Editura Univers itatii d i n Bucuresti, 1 996 • L Wittgenstein , ant i filosof a l matematicii?, Ed itura Un iversitati i din Bucuresti, 1 996 • Constructia axiomatica a matematicii, Editura Academ iei Romane, B ucuresti, 1 99 8 •introducere in filosofie, Ed itura P ro Human itate, Bucuresti, 2000 • Sens si adevar, antologie de texte traduse si comentate in colaborare cu George Lazaroiu, Editura institutul u i Humanus, Bucuresti, 200 i MARiN TURLEA ' FiLOSOFiA MATEMATiCii EDiTURA UNiVERSiTatii DiN BUCUREsTi 2002 © Editura Universitatii din Bucuresti sos Panduri, 90-92, Bucuresti - 76235; Telefon Fax: 410 23 84 internet: www editura unibuc ro Tehnoredactare computerizata: Victoria iacob Descrierea CiP a Bibliotecii Nationale tURLEA, MARiN Filosofia matematicii Marin turlea - Bucuresti: Editura Universitatii din Bucuresti, 2002 33 1 p Bibliografie iSBN 973-575-619-6 5 10 21(075 8) Silviei, Cu sentimente alese si profunda gratitudine CUPRiNS CHAPTER i PHiLOSOPHY AND THE FOUNDATiONAL RESEARCH OF MATHEMATiCS 1 1 Historical and philosophical Foundations of the fouR > E v o c a r e a de t a l i i l or i s tor i c e , r e l e v an t e p e n t r u a n s am b l u l cons i deratii lor ce le-am expus, trebu ie sa inceapa c u Thales Traditia ii atribuie demonstratia unor propozitii ca: 1 Un cerc este impartit in doua parti egale de oricare d iametru al sau; 2 Ungh iuri l e opuse l a varf s unt e g a l e ; 3 U n g h i u r i l e de l a b aza tri u n gh i u l u i i s o s ce l s u nt e g a l e ; 4 Diagonalele unui dreptunghi s u n t egale si se taie i n parti egale, sau: Ungh i u l inscris intr- un semi cerc este drept Propozitii le enuntate sunt deduse d intr-o figura formata d i ntr- un dreptunghi c u d i agonale, carui a ii e s te c i rc u m s c r i s un cerc, fi g u ra as i m et r i c a fata d e d o ua axe perpendicu lare Dar, probab i l, tot l a inceputu l sec o l u l u i al V i - lea i e n este local izata temporal aritmetica pietricelelor, care a instituit un mod de gandire m atemati c s ui-generis, j umatate aritmetic, jumatate geometric; dupa Aristotel , aceasta a condus l a numere le figurative ale pitagorei lor (numere triunghi u l are, n umere patrati ce, numere oblonge ) S uccint, se poate rezuma esenta ace stui mod de gandire astfe l : fo los ind p ietricele de aceeasi marime s i form a (rotunde, patratice) se pot construi diferite figur i Aristotel in l ucrarea c itata spune ca p itagoreicul Eurytos determ ina n umarul fiecarui obiect si i mita form a fi inte l or cu aj utorul 3 8 p ietricele lor "in fe l u l in care u n i i aseaza numerele in forma de triungh i sau patrat", ceea ce in mod cert tri m ite la n u m ere le figurative, ale p itagoreici lor, des i traditia a retinut ca mai veros i m i la defin irea un itatii ca un punct fara pozitie si, respectiv, defi n i rea unu i punct ca unitatea care are o pozitie Alt eveniment al matemat i c i i grecesti este teori a despre par si impar Epiharm ( 5 00 i e n ), autor de comedi i , fo loseste prima data notiu n i le de par si im par si in l ucrar i l e l u i , de asemenea, se fac aluzi i la reprezentarea numerel or prin pietr i cele Dar, in plan teoretic, opozitia d intre par si i m par descinde d i n fecunda distinctie pitagoriciana infinit si limitant (finit) Teoria sau invatatura despre par si impar a fost transm isa prin i nterm edi u l "Elementelor" lui Euc l i d, ( indusa la sfars itu l carti i a noua), chiar daca expunerea s i stemat i ca pe care marele geometru grec a dat-o aritmet i c i i nu o asuma ca i m anenta Teoria in cauza reprezi nta, dupa aprecieri av izate, a se vedea Becker [ i , p 59], " cel mai vechi exem p lu de "mathema" greceasca, fragm ent didacti c de deductie, foarte interesant chiar si din acest m otiv" C itam cateva fragmente referitoare la aceasta teorie din autori i anterior mentionati (apud O Becker [ l ] , Epiharm (frag B Diels [ 1 ] ) : "Daca c ineva vrea s a adauge o piatra l a un numar impar sau chiar l a unul par, sau s a i a o p iatra d intre cele care exista, crezi oare ca numarul o sa mai ramana la fe l?" Philolaos (fragm 85, Diels [ i '] : "Numarul are intr-adevar doua forme deosebite, par, im par si o a trei a, nascuta din amestecul ce lor doua, par- i mpar F i ecare dintre cele doua forme are insa m ulte infati sari pe care orice l ucru le arata de l a s i ne insusi" Ari stotel cu referire la relatia di ntre cup l urile de concepte opuse fi n it- infi n it si par- i mpar scrie: "Pitagoreici i adm iteau ca infinitul este identi c cu parul Caci, e l ar oferi l ucruri lor infin itul, fiind in el insusi desprin s s i l i m itat de impar Aceasta s-ar doved i prin ceea ce se intampla cu numerele Daca gnom o n i i sunt asezati imprej ur, m ai intai in j uru l un itati i si apoi astfel incat unitatea sa fie exc l usa, atunci figura care apare este intr-un caz (al do i lea) totdeauna, d i ferita, in celalalt caz (in prim u l) este insa totdeauna aceeas i" Expl icatia data de un p itagorician 39 acestui text ari stote l ic d i fi c i l a fost form u l ata cum unn eaza: "Daca in j urul un itatii se aseaza, ca gnom on i, n umerele im pare succes ive, numarul care rezu lta este patrat ic; daca d i n contra, n u m erele pare se aseaza imprejur tot ca gnomon i , rezu lta s i m ple numere oblonge si de forme neegale; n ic i unul di ntre ele nu este insa un numar inm ultit cu el insusi" Un comentari u s intetic retine particularitatea ca producerea patratelor este asi gurata ca suma de numere i mpare, pe cand producerea numerelor de form a "n(n+ i ) " are loc ca s u m a de numere pare; patratele sunt asemenea intre ele, dreptunghiuri le nu Demonstratia i mpos i b i l itatii de a exprima in numere intregi raportul d intre radaci n a patrata a l u i 2 s i unitate era cunoscuta pitagorei lor aproxi m ativ l a m ij locul seco l u l u i a l V-lea i e n intre prob lemele matem aticii e l ine cu efecte in planul matematici i , dar s i i n plan fi l osofie, figureaza i n m od specific: problema cvadraturii cercului, conceptele de infinitate si continuitate, paradoxele lui Zenon, teoria proportiilor si fundamentarea axiomatica a matematic i i grecesti Prob lema cvadraturii cercului D e s i Eudoxos este cel c are form uleaza, probabi l , primul cele doua axiome a le masuri i - masura "multiplicativa" s i cea "diviziva", Antifon este cel care in secol u l a l V-lea le-a aplicat la problema cvadraturii cercul u i Datoram l u i Simplicius infonnati i referitoare la aceasta problema: "Antifon a constru it insa un cerc si a inscris un pol i gon inauntru l cercului, unul din acele pol igoane i nscripti bi le Fie pol igon u l inscri s, de pi lda, un patrat Gasi n d apo i m ij l ocu l fiecarei laturi a patratului, el a dus drepte perpend icu l are d i n aceste puncte pana la arcul cercul u i care, evident, a u im partit, respect iv, fiecare segment de cerc in doua parti egale Unind prin drepte punctel e d e diviziune a l e arcelor d e cerc cu varfurile patratu lui, a u aparut patru triungh iuri, astfel ca intreaga figura inscrisa in cerc a devenit octogon i m partind pri n acelasi procedeu in doua parti egale fiecare l atura a octogonu lui, ducand perpendiculare d in punctele de d iv iziune ale laturilor pana la circumferinta si u nind punctel e de d i v iziune ale arcelor cu extrem itati le segmentelor im partite, el a transformat pol igonul inscris intr-un poli gon cu 1 6 laturi im partind iarasi l aturile acestui pol igon in 40 acelas i raport si unind puncte l e de divizi une ale arcelor respective cu varfuri l e alaturate ale pol igon u l u i inscris, dub l and numaru l l atur i l or pol igon u l u i inscris s i repetand mereu procedeu l , e l credea ca, in s fars it, la un moment dat, dupa epu izarea s uprafetei, se va inscrie in felu l acesta in cerc un pol igon, a l e caru i l aturi d in cauza m i c im i i lor s-ar suprapune cu c i rcumferinta intrucat, insa, putem constru i pentru fiecare pol igon un patrat egal, dupa cum am invatat din ,,E,lemente" si pentru ca pol igon u l trebuie cons iderat egal cu cercu l, cu care se suprapune, v o m fi i n stare astfel sa construi m pentru un cerc u n patrat egal" (apud O Becker [ 1 , p 6 4 , 6 5 ] s i A l exandru d i n A frod i s i a s u b l i n i aza argum entat i a pitagoric ianu l u i Bryson, care afirm a ca nu n u m a i pol igoanele inscrise, asa cum a considerat Antifon, c i s i cele c ircumscrise pot fi l uate in considerare cu pri v i re la aceasta prob lema: "Cerctl l este mai mare decat orice pol i gon inscris in el si este mai m i c decat orice pol i gon circumscri s l u i " Dar si figura rectilinie situata intre o anumita figura rectilinie inscrisa si o anum i ta figura recti l i n ie c ircum scrisa este mai m ica decat cea c ircum scrisa si mai mare decat cea inscrisa in sa, ceea ce este in acelasi tim p mai mare, respectiv mai mic decat acelasi lucru, este egal cu acel lucru; cercul este asadar egal cu pol igonu l s ituat intre pol i gonul inscris si cel circumscri s Noi insa avem pos i b i l i tatea de a construi pentru orice figura rect i l i n i e data un patrat cu aceeas i arie; asadar, este pos i b i l sa construi m un patrat de aceeas i arie cu cercul" (apud O Becker [ i , p 66, 67]) Dar, o form u l are mai concisa a dat Proclos, care spunea ca "Bryson a efectuat cvadratura cercu l u i in fel u l unnator: cercu l, spune Bryson, este mai mare decat orice pol i gon inscris, si mai m ic decat orice pol igon c i rcum scri s Cand insa in com paratie cu ceva exista "mai mre" s i "mai m ie" fata de acel ceva, exi sta s i " egal" Dar, pol i goane mai mari s i mai m ici decat cercul exista, asadar exista s i un pol i gon egal cu cercu l " (O Becker [ l , p 6 7 , 6 8 ] ) Platon [ i ] s p u n e textua l : " C e l u i ce are proprietatea de a fi mare si m ic i se poate atribu i si proprietatea de a fi egal, care este s ituata intre e l e" Este o enuntare a unui pri ncipiu al contin uitatii, care antic i peaza o celebra axioma a contin uitatii, pe care matem atica o datoreaza l u i Dedekind Aristotel a fost interesat, in primul rand, de l im ite l e ap l icab i l itati i acestu i princ ipiu de conti n u itate, caci 4 1 dupa ce in "Metafizica" sustine ca "egalul este situat intre mare si m ic; este opozitia privativa fata de amandoua ", afirma ca "este ev ident ca tot ce este intermediar apartine acel u i asi gen, se afla intre contrari i s i se compune din ele", ceea ce revine la a spune ca valabi litatea principiul u i in cauza depinde de faptu l c a trecerea de la m a i m are la m a i m ic nu n e scoate din cadru l aceleiasi spete C ercetari le l u i Antifon si Bryson au serv it l u i Eudoxos in e laborarea "demonstratiilor prin exhaustiune" Acesta intrebuintand forma d iv iziva a axiomei masurii ("Elemente", X, 1 ) care apare aici ca teorema derivata d i n forma "m u ltiplicativa", prezenta in Cartea a V-a, def 4, va fundamenta teori a masurari i ari i lor margin ite de o linie curba si a corpuri lor marg i n ite de suprafete curbe Problema cvadraturii cercu l u i s i considerati i le asupra integrarii angaj eaza " con ceptul de infin it, fundam enta l , c u m se s t i e , pentru matemat ica superioara Ari stotel , in secolul al iV- iea, este cel care a facut o anal iza profunda a acestu i concept, solutia data de el problemei i n fi n itu l u i si anume exprimata in teza " i n fi n itatea exi sta numai in potential itate, niciodata nu exista in act" este de o rem arcabi la rezonanta si actual itate in fi losofia contemporana a m atematici i Dam in continuare cateva citate mai semnificat ive pentru conceptia aristotel ica in prob lema infinitului in Aristotel (apud O Becker) este form u lata mai intai o j ustificare a legitim itatii conceptu l u i de infin it: "Ca exista ceva infin it, aceasta rezu lta din exam inarea cel m u lt a cinci fapte: mai intai, d i n timp, caci este i n fi n i t ; al d o i lea, d i n d i v i z i u n e a m arim i l or, cac i ins i s i m atem at ic i en i i fo l o sesc i n fi n it u l ; a l trei l ea, deoarece deve n i rea s i disparitia nu inceteaza niciodata d i n cauza c a sursa d i n care provine, ceea ce este in devenire este infin ita; al patru lea, deoarece lucrul l im itat are o l i m ita numai in raport cu ceva, de unde rezu lta, in mod necesar, ca nu exi sta l im ita propriu-zi sa, daca un l ucru treb u i e neaparat sa fi e totdeauna l im itat de altu l ; al cinci lea, este insa faptul care in cea mai mare masura s i in sensul cel mai dec isiv provoaca tuturor o dificultate comuna: anume din cauza ca in gan d i re nu exista s farsit, si numaru l s i marim i le matem atice s i ceea c e este dincolo d e bolta cerul u i par sa fie infin ite; daca si aceasta din urma este infin ita, atunci se pare ca exista s i un corp i nfin it, precum s i o plura l itate d e lum i Cercetari le i n legatura 42 cu i n fi n itul prezi nta insa d i ficu ltati, deoarece rezu lta m u lte l ucruri i m pos ibile, fie spunand ca exi sta infin itu l, fie sustinand ca nu exi sta" Presupunerea ca infi n it u l n u exista abso l u t deloc angaj eaza, d u pa Aristotel, consecinte indezirabile, i m posibi le, precum: ar exi sta si pentru t i m p un inceput si un sfars it, m ari m i le n-ar fi divizibile si n i c i numaru l n-ar fi infin it Adm isa fiind supozitia ca infinitul exista, se pune problema genu l u i sau de exi stenta (in act sau ca potential itate) si deoarece a aratat ca marimea nu este infinita in act, dar este infinita prin diviziune, Aristotel conchide: "infinitul exista in potentialitate" Ari stotel constientizeaza dificu ltatile problemei infinitului, analizeaza semnificati i le sau "speci ile" infinitu l u i, exam ineaza atent argumentele pro si contra ide i i de infinit s i reflecteaza asupra apor i i lor formul ate d e Zenon din peea (care fol oseau notiunea de infin it "in act") si, coroborand aceste aspecte, enunta o solutie "constructiva" in mult d i sputata problema a infinitu l u i Ari stotel noteaza in "Fizica iii, 6, 206 a, 206 b: "i nfin i tu l exi sta atunci cand un l ucru poate fi pus dupa altu l fara sfars i t , fiecare lucru pus fi ind fin it ", " infin itul este in potential itate; " n u trebuie sa consideram infin itu l ca un l ucru concret, cum este om u l sau casa, ci asa cum se intelege ziua s i l u pta, pentru care exi stenta nu este o substanta determ inata, ci este totdeauna in generare si in di strugere, ch iar daca este l im itata, dar este mereu in altu l si altul" Desigur, conceptia ari stotel ica este cea mai profunda si adecvata, regas ita astazi in matem atica si fil osofia intuitionista, dar constitu irea ide i i matematice si fil osofice de i n fi n it are ascendente pre-aristotel ice Dintre acestea pot fi mentionate s peculati i le p itagorei lor asupra limitei (peras), principiu ce introduce structura in "cel fara l i m ita, sau infinitu l " P l aton va accentua o interpretare cosm o l og ica a d i stinctiei "perasapeiron", structura l um ii, fi ind generata de cauza cosm ica prin amestecul l im itei (finitu lu i) cu nel i m itatu l, infi n itul ; materia preexistenta (haosul, apeironu l) primea o structura (ord i ne) inte l i g i b i la ca efect al l i m itei active Ord i nea rationala a lum i i reclamata de gandirea grec ilor vech i era incompat i b i la cu o exi s tenta fara l i m ite, fara masura, o asemenea existenta, de neconceput, echivala cu ceva i nexistent 43 Anal i za conceptului de con t in uitate (anal i za " con tin uulu i") constitu ie o a doua mare contributie a lui Aristotel in s patiul m atem atic i i grecest i O form u l are categorica, ca si i n cazul problemei infi n i tu l u i : con t i n u itatea exi sta n u m a i in potentialitate, a m b e l e ( i n fi n itatea s i c o n t i n u itatea) ram a n a n d totdea u n a n eterm i n ate i m p artas i t e d e majoritatea matem aticien i lor, concept i i le aristotel ice despre conceptel e in chestiune vor fi atacate d e Georg Cantor i n a doua jumatate a seco l u l u i al Xi X - i ea, prin a l u i teori e a m u ltim i lor, i n care s u n t con s iderate multiplicitati infinite in act Aristotel ( 3 ] clarifica natura si apl icab i l itatea, ( s i le defi neste), conceptelor de "concomitent" "separat", "in contact", "intermediar", "consecutiv", "contiguu" si "contin uu" ("Concomitent" spunem despre lucruri aflate intr-un loc; ,,separat" spunem despre l ucruri aflate in locuri diferite; "in contact" spunem despre lucruri ale caror capete extreme sunt impreuna; " intermediar" este ceva la care aj unge firesc lucru l care se misca inainte de a ajunge l a extrema spre care tinde, ceea ce se schimba continuu, "consecutiv" spunem despre lucrul care este indata d u pa inceput, fie prin pozi tie, fie prin forma, daca nu exista ceva de aceeasi specie intre acesta si acel a care urmeaza; iar "contiguu" este acel l ucru care fi i n d c o n s e c u t i v a ltu i a e s t e s i in c o ntact cu antecedentu l ) "Continuu!" scrie Aristotel [ 3 ] (apud O B ecker [ 1 , p 9 2 ] ) "este desigur ceva care este contiguu, dar eu fo losesc termenu l "continuu" atunci cand extrem itatile fiecaruia din cele doua l ucruri, prin care ele v i n in contact, dev i n unul si acelasi l ucru si - d u pa cum spune chiar cuvantu l "continuum" - ele se tin impreuna, ceea ce nu este insa pos i b i l atata vreme cat extrem itat i l e sunt doua Aceasta fi ind defi n itia, este ev ident ca asa-zisul continuu exi sta in acele lucruri care prin legare pot deven i unu l singur i n m od natural ; s i oricare ar fi calea prin care ceea c e l e tine impreuna exista ca unitate, intregul va fi tot o un itate in acelasi mod, fie ca l egatura se face cu aj utorul unui c u i , prin l i pire, prin atasare sau prin crestere im preuna Este evident ca dupa ordine v ine intai consecutivu l; caci, tot ceea ce este in contact trebu ie sa fie cu neces itate consecutiv, nu insa orice consecutiv trebuie sa fie c u neces itate in contact (De aceea, s i 44 la lucru rile care notional sunt anterioare, ca de pi lda la numere, exista mai degraba con secutivul decat contactu l) si daca un lucru este conti nuu, atunci trebuie sa existe contact; dimpotriva, daca exista contact, aceasta nu este suficient pentru a garanta continu itatea Caci extrem itati le, desi pot fi impreu na din punctu l de vedere al locului, nu sunt cu neces itate un si ngur lucru; dar, daca sunt un singur lucru, ele tre buie in mod necesar sa fie im preuna i n consecinta, cresterea impreuna se produce ulterior, caci extremitatile trebuie mai inta i sa fie in contact daca urm eaza sa creasca im preu na, dar nu tot ce este in contact creste impreuna, in timp ce lucrurile care nu sunt in contact evident ca nici nu cresc impreuna i n consecinta, chiar daca punctu l si unitatea au, cum se spune, existente separate, totusi nu este posibil ca pu nctu l si un itatea sa fie acelasi lucru, cac i punctele au contact, unitat ile au insa numai succes iune, si la pr imele poate exi sta intermediar, caci orice linie este intre doi s i unitatea nu este nimic S-a spus, deci, ce este "concom itent" si "separat" si ce este "in con tact", "intermediam , "consecutiv", "contiguu" si "continum> si caror lucruri li se atri buie fiecare din acestea" Asad ar, daca retinem ca fu ndamentale in problema numai conceptele continuu, contactul si consecutivul, atunci ele pot fi definite astfel: "continue sunt lucrurile ale caror extrem itati sunt una, in contact sunt lucrurile ale caror extremitati sunt concom itente si consecutive sunt ace lea intre care nu exista nimic la fe l cu ele" i n conti nuare, Aristote l "focalizeaza" analiza sa asupra continuului, invocand in sprijinul aceste ia si unele exem ple Aserti uni care expl iciteaza analiza aristotel ica a contin uului: imposibil itatea ca indivizibi lele sa constituie un continuu, de exemplu, linia care este ceva continuu nu poate fi alcatuita din puncte, care sunt indivizibile; extrem itatile punctelor nu sunt nici una si nici nu sunt impr euna, in pr imul caz, deoarece la indivizibile (si punctele sunt asa ceva) nu exista extr em itate distincta de restul lucrului indivizibil, in al doilea caz , indivizibi lele fiind ceva fara parti, nu au part i ext reme, extrem i tatea tre buind sa fie distincta de lucrul careia ii apartine Punctele care ar alcatu i continuu! ar trebui sa fie sau continue sau in contact S-a aratat pana acum ca nu pot fi continue, urm eaza sa aratam acum ca nu 45 pot fi in contact Contactu l are loc intre intreg s i intreg sau intre parte s i parte, s a u intre o parte s i un intreg, oricum indivizi b i l u l nu poseda parti, intregul poate fi in contact cu alt intreg; "daca, insa, u n intreg este in contact cu alt intreg, atunci nu se const itu ie un continuu, cac i continuu! contine parti d iferite intre ele si este d i vizat in parti separate in acest sens si separate ca loc" Punctu l, ca si cl i pa, nu pot fi consecutive altora, astfel incat sa alcatuiasca o lungime sau un timp, deoarece nu satisfac cerinta ca intre ele sa nu exi ste i ntermedi ar; in real i tate, intre puncte exista o l i nie, i ar intre cl i pe este intotdeauna un timp Daca adm item ca o l in ie si un tim p (durata) pot fi d iv izate in parti l e lor componente, apoi fiecare d intre acestea doua ar fi impartite in indivizibile Dar, dej a am constatat ca con t i n u u u l nu este d i v izi b i l in parti fara com ponente (= indivizibi le), iar punctele s i cl i pe le nu pot avea intre e le ceva d i ferit de ele; in cazul in care ar exi sta un i ntermed iar, sunt doua pos i b i l itati ca sa fie sau ceva indivizi b i l , sau ceva d i v izibil, iar in cazu l al doi lea, ar trebuie sa fie impartit fie in indivizibi le, fie in d i v izib i l e l a infinit (s n in text) Ari stotel conch ide ca tocmai acest din urma caz este continuu!: "Este evident ca orice continuu este d ivizibil la infinit; daca ar fi d ivizib il in indivizibile, atunci un indivizibil ar fi in contact cu un indivizi b i l , caci extremitati le continuu lui sunt una si sunt i n contact" (Aristotel [ 3 ] ) Stagi ritul dezvolta simi lar un rationament pentru marime, t i m p si m iscare, a carui conc luzie ar fi, credem , ideea urm atoare: ,,in acelasi m od ca la lungimi si m iscari, exi sta neces itatea ca si tim pul sa fie indivizi b i l sau sa fie com pus din c l ipe indivizi b i le; caci , daca fiecare distanta este d iv izibi la si daca un lucru m i scandu-se cu aceeas i v iteza strabate o d i stanta mai m ica intr-un timp mai m ic, atunci si t i m pu l va fi divizibil si invers, daca timpul in care un l ucru se m i sca pe d i stanta A este divizibil, atunci si A va fi divizibi la" Coreland aspectel e m iscare si timp (intrucat m iscarea se produce in timp, dupa cum si in orice t i m p este pos i b i l ca ceva sa se m i ste), Aristote l afirma ca daca "tot ce este in m i scare poate sa se m i ste si mai repede si mai incet, atunci m iscarea se va face in orice t i m p, mai repede si mai incet" Concluzia ari stotel ica este directa: "daca lucruri le stau astfel, atunci trebuie sa adm item ca si tim pul trebuie sa fie continuu" 4 6 , , P rin cont inuu eu inte leg ceva ce este totdeauna divizi b i l in divizibile la "?finit (conexiune relevanta i n fi n i tate-continu itate, s n M t ) si daca punem la baza acest continuu, atunci este necesar ca si tim pul sa fie continuu" (Aristotel [ 3 ] cf Becker [ 1 , p 96]) Aj unsi in acest punct al anal izei facute de Ari stotel, avem deja conturata o perspectiva care conduce la o alta problema semn ificativa in tabloul matem atic i i el ine, cea a paradoxelor, s i in care fi losoful grec s-a d i stins prin contri buti i importante inregistrate in istoria matematic i i s i fi l osofie Prob lem a paradoxelor, clas i ca i n vremea i n care a trait Aristotel , este legata de opera lui Zenon din Eleea care, vrand sa apere conceptia dascal u l u i sau, Parm en ide, despre unitatea intregi i exi stente, a procedat la o exam inare a conceptu l u i de m iscare in vederea reduceri i la absurd a acestu ia ,, Lu i Henri Lebesque ii aparti n memorabi lele cuvinte care invoca sem n i ficatia paradoxelor l u i Zenon pentru colaborarea di ntre oamen i i d e sti inta si filosofi: "Dupa primele mari progrese realizate d e teoria m u l ti m ilor, fi l osofii si matem aticien i i au crezut ca ven i se momentu l sa-si inti nda mana peste larga prapast ie ce- i despartea Dialogu l pe care l-au angaj at parea sa fie la inceput un fel de joc al cuvintelor intrerupte; se parea ca, iata, inca cateva c l i pe, inca un m ic efort si u n i i ii vor intelege pe ceilal ti C ineva l-a invocat insa pe Zenon d i n Eleea si paradoxur i l e l u i s i atunci, la aparitia l u i Zenon, m atematicien i i au inteles c a trebu iau sa se retraga" Argumentele l u i Zenon se inscri u intr-o polem ica care are inca valoare actuala Anal iza aristotel ica precedenta a continuitati i si infinitatii isi invedereaza reale valente explicative in critica paradoxelor l u i Zenon P Costabel [ l , p 1 1 2- 1 1 8] sistematizeaza, dupa Aristotel , pe categori i, celebrele argumente ale lui Zenon: 1) "Nu poti aj unge pana la capatu l unui stadi on, pentru ca n u poti strabate intr-un timp fi n it un numar i nfin it de puncte inainte de a strabate d istanta intreaga esti nevoit sa strabati j umatate din ea, si inainte de a parcurge prima jumatate trebuie sa parcurgi jumatate d i n ea si asa mai departe, pana la infinit si fi i ndca in orice s patiu dat exista un n umar i n fi n it de puncte, nu poti strabate intr-un 47 interval fin it, unul dupa altu l , un n umar infin it de puncte; 2) Al doi l ea argument poate fi enuntat cum urmeaza: "Plecand in urmarirea unei broaste testoase, Ah i le n-o va intrece n iciodata El trebuie sa aj unga mai intai la locul de unde a plecat broasca Dar, in timpul acesta ea va continua sa inainteze Ahile va trebu i sa parcurga si aceasta d i n urma distanta, iar broasca va profita de t i m p ca sa mai faca o bucatica de dru m Ahi le se va apropia mereu de broasca, dar n-o va aj unge n ic i odata" A m b e l e argum ente apart i n acel e i a s i categori i s i se refera l a problema daca o di stanta poate fi strabatuta fi e pri ntr-o m iscare absoluta, fi e pri ntr-o m i s care re l at i v a Z e n o n s pecu l eaza a s u p ra i p oteze i adversaru l u i , d u pa care orice dep l asare se c o m p u n e d i n e l e m ente succesive si disti ncte, avertizand ca aceasta i poteza conduce la rezultate absurde Aplicarea i m prudenta a acestei ipoteze rezida in asertiunea, dupa care, distanta este d iv izibila la i n fin it, adica este alcatu ita d intr- un numar infinit de elemente, in timp ce, duratele corespunzatoare, observa P Costabel [ i ] , sunt concepute ca avand o marim e masurabi la Ari stotel a inteles intentia rationamentul u i l u i Zenon si, in rep l ica, acceptand-o, ii da dreptate partial, ca in final sa i ndice propria sa opi nie care face ca absurditatea l a care conduce argumentu l lui Zenon, sa intre in "disolutie": " Fara indoi ala, daca ne referim la o cantitate infin ita de elemente, nu este pos i b i l a atingerea ei intr-un t i m p fin it, dar daca ne referim la un numar infinit de divizari, atunci i m pos i b i l itatea d ispare, cac i in acest caz, si timpul este infinit" Pe scurt, absurditatea, la care conduc argum entele l u i Zenon, se datoreaza faptul u i ca i poteza compozitiei d intr-un numar infinit de elemente este apl icata numai spatiului, dar nu si tim pului Daca ipoteza este apl icata atatt spati u lu i , cat s i timpului, legate prin aceeasi structura, aporia este evitata Expunem celelalte doua argumente: 3 ) "Sageata care zboara este in stare de repaos cand ocupa un spatiu egal cu ea insasi si daca ceea ce zboara ocupa totdeauna si in orice moment un spatiu egal cu el insusi, lucrul acela nu se poate misca" Aristotel demonstreaza si acest si logism al lui Zenon, care foloseste asumptia ca timpu l este compus din parti indivizibi le care nu mai perm it sa d istingem intre "instantaneu" si "durata 4 8 ' l 1 · 1 1 1 c 1 1 t a ra" Aceasta conceptie acrediteaza ideea ca "fiecaru i mom ent i 1 1 rnrL:spunde atat o pozitie spatiala a obiectu lui mobil, cat si o "bucata i i 1 1 1 1 1 1 i􀌸care" (P Costabel [ i ] , p 1 1 4) Aceste observati i datorate autorul u i i 1 ; 1 1 1cez sunt consecinte a l e textului aristotelic: " E consecinta presupunerii ' 1 i impui este compus din momente Daca respingem aceasta ipoteza, " i logismul cade" 4) "Cel de-al patrulea argument, spune Aristotel, se refera l 1 1 1 1 a se (puncte materiale indivizibi le) care se m i sca pe stadion in siruri 1 · 1 •,a le, paralele si de sens invers, unele plecand de la capetele stadionului, 1 ; 1 r a l tele de la m ij loc si avand toate o v iteza egala Pretinsa conseci nta ar i i aceea ca j umatatea timpului este egala cu dublul ei" Argumentele 3 ) si · i ) au comun i n trod u cerea m i s c ar i i rel at i v e C o n form concep t i e i p itagoricienilor, l i n i i le sunt reprezentate a i c i prin siruri d e elemente, o reprezentare care in cazu l argumentului 4) expliciteaza pentru spatiu ipoteza c l ementelor indivizibi le, oferindu-ne o imagine a absurditati i generate de ideea structurii corpuscul are a spati u l u i Com entari ul l u i P Costabel expl iciteaza consecintele unei asemenea asumpti i care a functionat ca o prej udecata: " Masurarea tim pu lu i prin numaru l un itatilor de spatiu strabatute (consecinta directa a i potezei unei compozitii di screte comune) conduce in acelasi caz la concluzia absurda ca unu este egal cu doi, concluzie la care, de altfel, ducea in fond si al trei lea argument "Grauntele" de timp, considerat concomitent drept "moment>> si "durata elementara>>, ar urm a sa fie, in acelasi tim p, si unu si doi Morala paradoxurilor lui Zenon este aceasta: m iscarea impune ca spatiu l si timpul sa aiba aceeasi structura si anume, de continuu divizibil la infinit, conceptele subl in iate avand rol central acreditat de aceste antinom i i Proportiile (teoria proportiilor) erau cunoscute inca din epoca preelena a matematic i i , fi ind folosite in considerati i despre triunghi uri asemenea Babilon ien i i posedau chi ar notiunea de raport in general (Cf iambl ichos [ i ] (apud O Becker [ 1 , p 1 O 1 ] ), " proportia perfecta ar apartine babi lon ien i lor s i ar fi aj uns la greci mai intai prin Pitagora Se mai stie ca m u lti pitagoreici au facut uz de ea, caA ristaios din Crotona, Timaios din Locra, Philolaos, A rchytas din Tarent si mu lti alti i, apoi Platon in "Timaios" 49 Pitagore i c i i cunosteau in secol u l al V- lea trei fe luri de med i i propo rtionale si proporti i le core s punzatoare, fapt atestat d e une le fragmente ale lui Archytas : "Exista trei m ed i i proportionale in m uzica: mai intai cea aritmetica, apo i cea geometrica, in al trei lea rand, cea reci proca care se numeste armonica Med ia aritmeti ca este cea in care intre cei trei termeni numerici d i n proportie exista urmatoarea diferenta: cu cat depaseste pri mul termen pe al doi lea, cu atat depaseste al doi lea pe al trei lea si la aceasta proportie se intampla ca raportu l termeni lor numerici mai m ari este mai m ic, iar al celor m ai m ic i este mai mare Medie geometrica avem atunci cand pri m u l termen este fata de al doilea, asa cum al doi lea termen este fata de al trei lea Termenii mai mari sunt in acelasi raport ca cei mai m ic i Proportie reciproca (care se numeste armonica) avem daca termenii se compara astfel: cu a cata parte a marim i i propri i depaseste primul term en p e al doi l ea, cu aceeasi parte din a l tre i lea termen depaseste termen u l med i u pe a l tre i l ea La aceasta proportie, raportul termeni lor mai mari este mai mare, raportul termeni lor mai m ic i este mai m ic" (Pasaje asemanatoare gasi m in P l aton , Metoda babilonica fol osea aceste medii in aproximarea radac inii patrate Luam doua numere - a, b - media lor geometrica este fiili Vom avea Jb daca a = 1 ; med ia aritmeti ca a acestor numere a, b este !(a + b) s i 2 este mai m are decat J;b , iar med ia lor annonica 2ab: (a+b) este mai m i ca decat M O b t i n em m ed i a arm on i c a d aca patrat u l m e d i e i geometrice, ad ica a b s e div ide prin media aritmetica ! (a + b) procedeu 2 folosit in aproximarea radacini i patrate "Caci media geometrica intre a si b si media geometrica intre media lor armon ica si aritmetica este acelasi numar si astfel prin repetarea continua a procesului de inserare a celorlalte doua medii se poate aproxima la infinit med i a geometrica, in particu l ar radacina patrata Aceasta inserare da proportia " muzicala" sau "perfecta: 5 0 a : 2 ab = a + b : b de ex 1 : ± = 􀁍 : 2[ a = 1, b = 2 ] a + b 2 3 2 (O Becker [ 1 , p 1 0 0 ] ) Dar, daca teoria proportiilor geometrice a fost initial aplicata in mod naiv la orice, odata cu Euclid dispunem de o fundamentare riguroasa si pentru num ere le intregi in ,,F,lementele", Cartea a Vii-a, Euc l id form u leaza o definitie (definitia 20) fundamentala: "Numere l e sunt proportionale daca primul numar este fata de al doilea numar un mu ltiplu de un numar egal de ori sau este aceeasi parte sau aceeasi multime de parti, asa cum al treilea numar este fata de al patru lea" Referiri la domeniu l rapoartelor rationale (in numere intregi) gasim in P l aton si Aristotel P l aton [ 4] descrie limita astfe l : "Oare nu vom socoti noi pe buna dreptate ca tinand de limita lucru l care nu e un suport pentru infinit, ci inchide in sine, toate contrariile - mai intai egalul s i egalitatea, dupa egal dublul s i tot c e s e comporta c a numar fata d e numar sau masura fata de masu ra?" infin itu l este descris de Platon in aceeasi lucrare ca "mai m u lt sau mai putin", ceva care nu adm ite ca un lucru particu lar sa fie un "cat"; i n fin itu l este in m iscare, catu l in repaos Aristotel scrie: "Relativ" ("fata de ceva") se spune intr- un sens ca este ca j umatatea fata de dublu si triplul fata de a treia parte si, in genere, m u ltiplu l fata de cutare parte, ca si ceea ce depaseste fata de depasit in acest prim sens, avem in vedere rel atia (raportu l) dupa numar, fie in mod nedeterm inat ("doar asa"), fie in mod determinat, in raport cu numaru l sau cu unitatea Astfel, raportu l dintre dublu si unitate (2: 1 ) reprezinta un an umit n um ar, raportul di ntre num ar si un itate (n: i) reprezinta un numar nedeterminat (cutare) (n) Raportu l dintre unu si ju matate si doua treimi d i n el (%:i) este un raport determ inat intre n u m e re (3 :2); raportu l dintre i + ! si i este un raport n u m eric n nedeterminat (n+ 1 : n), intocmai ca raportul dintre mu ltiplu si unitate (n : 5 1 1 ) Relatia d intre ceea ce depaseste si ceea ce este depas it este complet nedeterm inata ca numar; caci numerele sunt intre ele comensurabi le, dar ace l raport este incomensurabi l ca numar Ceea ce prisoseste este tot atat cat s i l i pseste si inca ceva mai m u lt; insa, acest ceva nu este determ inat Toate aceste relati i sunt enuntate si ca valori numerice si ca proprietati" Textele platonic iene s i aristote l i c iene dovedesc cu prisosi nta ca referiri le sunt facute la rapoartele rationale, con s iderate determ inate, n umeric si cantitat iv Descoperirea incomens urab ilitatii l aturi i cu d iagona l a patratu l u i s i po l i gon u l u i regu l at v a prod uce o "criza fundationala" in matematica, infirmand conceptia pitagoreica conform careia numaru l face "totul cognoscibil", o cred inta afirmata in special de Ph il olaos informati ile pe care le expunem in continuare ie datoram comentarii l or l u i O Becker [ 1 , p 1 03- 1 1 O]) D i fi c u l tati le i ndezirabi le pri l ej u ite de acest fenom en au fost manevrate prin doua proceduri: prin prima s-a incercat ev itarea in general a proporti i lor in considerati i le geometrice, prin inlocuirea lor prin egal itati de arii , stiut fi ind ca a:b = c:d este echivalenta cu ecuatia produselor ad = bc; aceasta exprima echivalenta dreptungh i urilor cu l aturi le a, d, respectiv b, c Demonstratia data de Eucl id teoremei l u i P itagora in "Elemente" i , 47 este o i lustrare elocventa a acestei proceduri Cea de-a doua procedura a v izat e laborarea unei teori i a proport i i l or, valab i la pentru numere rationale, dar s i numere irationale, teoria c lasica apartinand lui Eudoxos in secol u l al iV- iea i e n insa, inca in seco l u l al V- lea, o teorie in domeni u caracteriza ega l itatea a doua rapoarte prin asa-num ita antanairesis sau anthyphairesis, conform lucrarii lui van der Waerden [ 1 , p 208, 288] si N Bourbaki [ 1 , p 1 1 O], pentru determinarea celei mai mari masuri comune a doua mar i m i comensurabi le se scade cea mai m ica d in cea mai mare, apo i se scade cea care a ramas mai m ica din cea mai mare si se continua pana raman doua marimi egale care constitu ie masura comuna Procedeu l este cunoscut in teoria elementara a nu m e re l or s u b nu m e l e "procede ul impart irilor s ucces ive" s a u "algoritm ul lui Euclid'' s i a fost enuntat pentru n umere in Cartea 5 2 ; 1 V i i-a ( i , 2), i ar pentru mari m i in Cartea a X-a (2, 3 ) d i n "Elemente" in ,·cderea constructiei cel u i mai mare d iv izor comun si celei mai mari 1 1 1 asuri comune Forma este a dezvoltar i i unui raport in fractie continua u 1 numaratorii i , iar raportul este rational sau irational, dupa cum aceasta dezvoltare este finita sau infinita inaintea formei aritmetice a procedeului din "Elemente" (Vi i, 1 , 2 ), Theodoros din C i rene (::::; 43 0 i e n ) a demonstrat i ration a l i tatea radacinilor pastrate d in 3, 5, 7, " 1 7 pentru fiecare caz in parte, l u cru consemnat si in P l aton , o demonstratie inuti la, daca el ar fi cunoscut teoria n u m erel or d i n "Elemente" Form a c lasica a teoriei generale a proporti i lor a dat-o Eudoxos, matematician contem poran cu P l aton Teoria antifairetica a proport i i lor ("procedeu l de im partiri succesive") era valabi l a universal numai cu privire la rapoarte de orice fe l , rationale sau i rati onale, dar cu priv ire la obiectele m atem atice ( n u m e r e , d re p te , s u p r a fe t e , c o r p u r i , t i m p u r i e tc ) i n v e d e ra o i napl icab i l itate, caci cerea demon strati i separate pentru fiecare gen de asemenea entitati Eudoxos construieste o teorie in care acest aspect nu mai are relevanta, caci se apl i ca la mari m i in genere, singura cond itie sat i s facuta fi ind cea stipul ata in axioma masuri i , u l terior num ita s i "axioma arhimedica a mas urii" Contributia l u i Eudoxos este comentata de Ari stotel [ 1 , p 7] cum u rm eaza : "Mai inainte se obisn u ia sa se demonstreze perm utab i l itatea mezilor unei proportii separat pentru numere, drepte, solide, intervale de t i m p, desi acest lucru se poate dovedi printr-o s ingura dem onstratie pentru toate insa, pentru ca toate acestea, adica numere, l u ng i m i , intervale de timp si sol ide nu aveau o denum ire un itara, iar dupa forma lor s pecifica se deosebesc unele de altele, e le au fost tratate fiecare separat Acum, insa, demonstratia este efectuata in general; caci e le nu poseda acea proprietate ca lungimea sau numere, c i intrucat e l e poseda o determ inare p e care n o i o consideram c a universala" Heath [ i ] expune teoria l u i Eudoxos􀗐 noi reti nem aici numai p r i m e le trei defi n i ti i s i mentionam ca sunt enu ntate si demon strate 2 2 propoziti i Pri m a defi n itie avand sem n i fi c atia axiomei arh imed ice a m as u r i i spu ne: "doua m ari m i au un raport intre e le, daca inm u l tite una 53 poate intrece in marime pe cealalta"; a doua defi n itie afirma: "mari m i le se afla in acelasi raport, pri m a fata de a doua s i a trei a fata de-a patra, daca mu ltip l i i ega l i ai primei si ai celei de-a treia in ace lasi t i m p sau intrec in m arime, res pectiv m u ltip l i i ega l i ai celei de-a doua si a celei de-a patra, pentru orice m u lt i p l u , sau sunt ega l i sau mai m ic i , l uati in ord inea corespunzatoare"; i ar a tre ia defin itie: " Daca intre m u ltip l i i ega l i (mentionati i n defi nitia anterioara) m u ltipl u l primei marimi intrece in m arime multi p l u l celei de-a doua si daca mu lti p l u l m ari m i i a treia nu intrece in marime m u lt i p l u l ce l e i de- a patra m ari m i , atun c i prima marime catre a doua are un raport m a i mare decat a tre ia catre a patra" (Expunerea lui Heath urmeaza "Elementele" l u i Euc l id ) Euclid: Axiomatica geometriei Lui Hipocrat din Ch ios i se atribuie primele "Elemente", ulterior s-au inscris in aceeas i directie lucrarile l u i Leon si Theudios d i n epoca lui Platon, opera acestui a din urma constitu ind baza predari i matematicii in academia platon ica si u lterior in scoala peripatetica Dar documente pastrate avem numai despre "Elementele" l u i Eucl id, opera clasica, cu o circ u l atie larga, a doua dupa "Biblie" Constructia axiomatica a geom etriei d in "Elemente" are tre i ingred ienti esential i : definitii, axiome si postulate, pe care le prezentam in cele ce urmeaza dupa O Becker [ 1 , p 1 1 1 - 1 1 3 ] Definitii 1 Punctul este ceea ce nu are parti 2 Linia este o lungime fata l atime 3 Extremitati le unei l in i i sunt puncte 4 O l i n i e dreapta (o dreapta) este aceea care fata de punctele de pe ea este la fel s ituata 5 O suprafata este ceea ce are numai lungime si lati me 6 Extrem itati le unei suprafete sunt l i n i i 7 O suprafata pl ana este aceea care fata d e drepte le d e p e e a este la fel s ituata 8 Un unghi plan este incl inarea a doua l i n i i intr- un plan una fata de alta, care se intalnesc fara sa fie s ituate pe aceeasi dreapta 5 4 9 Daca l i n i i le care cuprind intre ele unghi u l sunt drepte se num este , , ·1 ·1 i lin iu 1 O Daca o l i n ie dreapta, ridi cata pe alta l in ie dreapta, formeaza 1 1 11 preuna unghi uri alaturate egale, atunci fiecare din aceste unghiuri egale L'slc un ungh i drept; si l i n ia dreapta ridicata se numeste perpendiculara i le aceea pe care sta 1 1 Obtuz se n u m este u ng h i u l c are este m a i mare decat un u n ghi drept 1 2 Ascutit, daca este mai m ic decat un unghi drept 1 3 Margine este ceva unde se termina 1 4 O figura este ceva ce este cuprins de una sau mai mu lte margin i 1 5 Cercul este o figura p l ana, cuprinsa de o singura l i n ie num i ta c i rcumferinta (arc), care are proprietatea ca toate dreptele duse de la un punct situat inauntru fi guri i pana la l in ie (circumferinta cercului) sunt egale intre ele 1 6 si centrul cercu l u i se numeste acel punct 1 7 Diametrul cercu lu i este orice dreapta dusa prin centru l marginit de ambele parti de c i rcumferinta; aceasta dreapta are proprietatea ca imparte in doua parti egale cercu l 1 8 Semicerc este figura m argin ita d e diametru si d e arc u l taiat de d iametru (si centru l la sem i cerc este acelasi punct ca si la sem i cerc) 1 9 (20-23 ) Figuri rectilinii sunt acelea care sunt margin ite de drepte; trilaterale, de tre i dre pte; patrulatere , de patru dre pte ; multilaterale, de mai m u lt de patru drepte 20 (24- 26) Dintre figuri le tri l aterale, triunghiul echilateral este figura cu trei laturi egale: triunghiul isoscel este figura cu numai doupa laturi egale; triunghiul scalen este figura cu trei l aturi neegale 2 1 (2 7-29) Mai departe, d i ntre figurile tri laterale, triunghiul dreptunghic este figura cu un unghi drept; triunghiul obtuzunghie are un ungh i obtuz; triunghiul ascutitunghic are trei ungh i uri ascutite 5 5 22 (3 0-3 4) Di ntre fi guri le patru latere, patratul este figura care este ech i laterala si dreptungh i u lara; dreptunghiul este figura care are unghiurile drepte, dar nu este ech i laterala; rombul este figura care este echi laterala, dar nu are ungh iuri drepte; romboidul este figura in care l aturi le opuse, ca si unghiurile (opuse), sunt egale intre ele si care nu este echi laterala, n ici dreptunghica Celelalte figuri patru latere se numesc trapeze 2 3 (3 5 ) Paralele sunt l i n i i l e drepte care sunt s ituate in acelasi plan s i care, daca sunt pre lungite in am bele parti la infi nit, n u se intalnesc in mcmna Postulate Se cere: 1 Sa se poata duce de la orice punct o dreapta la orice punct 2 Sa se poata prel ungi in continuare orice l i n ie dreapta, l imitata tot printr- o l i n ie dreapta 3 Sa se poata descrie un cerc din orice centru si cu orice distanta 4 (Axioma 1 O) Ca toate ungh iurile drepte sa fie egale intre ele 5 (Axioma 1 1 ) Daca o l i n ie dreapta taind doua lini i drepte formeaza unghiuri interne de aceeasi parte mai m ic i decat doua u nghiuri drepte, cele doua l i n i i drepte prel ungite la infinit sa se intalneasca de acea parte in care s u nt s ituate ungh iuri le mai mici decat doua ungh i uri drepte Axiome 1 Cele egale cu acelasi sunt egale intre ele 2 Daca ia egal se aduna egale, sumele (intregi ) sunt egale 3 Daca din egale se scad egale, resturi le sunt egale 4 Cele care coincid sunt egale 5 intregul este mai mare decat partea Aceste propozitii se refera, in pri m u l rand, la marim i geometrice (drepte, u nghiuri, ari i etc ) 5 6 2 2 ONTOLOGiA MATEMATiCii ELiNE CLASiCE i Toth [ i , p 2 5 3 ] surprinde adm irabil specificul ontologiei matema­ t icii grecesti, aratand ca dom inantele acesteia sunt pronuntat platon iciene, 􀗍i am adauga si pitagoriciene, "capturate fericit" in s intagma "refuzul creatiei", descoperirea, mai curand, si nu constructia entitati lor matematice, fi ind activitatea autentica a matematicianul u i in l ucrarea c itata, i Toth l l ] scrie textual : "Refuzu l creatiei caracterizeaza nu numai fi losofia platon ica, ci toate fi losofii le grecesti, indiferent de coloratura lor; ea iradiaza cu o neobisnu ita i ntens itate si din filosofia l u i Ari stote l si constituie una din com ponentele esentiale ale spiritu lu i elin in toate aspectele si sub toate laturile sale La greci nici macar zei i nu creeaza, ideea creatiei este ignorata complet de intreaga m itologie populara e l i na Acest refuz al creatiei - const iinta nefericita a creatiei, contemplarea const ienta a actul u i creator, asoci at de refuzul sau constient - izbucneste pentru prima data cu forta e lementara a unu i fenomen natural in fi losofia eleata" Poate ca ce l mai izbitor fen omen al inceputuri lor matematic i i grecesti 1-a reprezentat aritmetica computationala, prelungita i n v i ata pract ica ziln ica in asa-num itu l fo l c lor com putational, amplu teoretizata in re l atie cu aritmeti ca teoreti ca de fi losofia p i tagore ica S uccesele aritmeti c i i computati onale au sugerat posi b i l itatea in locuirii operati i l or practice cu diversele m arim i m ateriale pri n num ere s i calcule, fapt i nterpretat ca " invadarea si cucerirea oarba a l um i i exterioare de catre aritmetica computationala" impresia puternica a acestei s ituati i a condus la asertiunea, central a in fi losofi a p i tagoreica: "lucrurile s unt numere", dev in inte l i g i b i le prin intermed iul n umaru lu i, incat s-a conchis ca ceea ce nu poate fi exprimat prin numar ramane i ninte l igi b i l , i naccesi b i l pe veci cunoasteri i (DielsKranz [ i ] ) F i losofia pitagoreica a considerat ca numarul reprezi nta substanta comuna, principiul tuturor l ucruri lor, si chiar rel ati i le d intre l ucruri sunt exprimab i le in raporturi d intre numere Daca in mod obisnuit consideram ca obiectul este aspectu l relevant pentru o ontologie "substantialista", care " ipostaziaza" in man iera p laton iciana, atunc i ontologia matemat i c i i pitagoreice nu are aceasta infatisare, cac i ea include si notiunea de raport s i teoria raporturilor 5 7 i n plan onto logic exista o d i ferenta-d i st i nctie intre aritmetica com putationala si cea teoretica, aceasta d in urm a refuzand, cum remarca J K l e i n [ 1 , p 4 5 - 5 2 ] , existenta conceptu l u i de fractie n umerica drept entitate matematica, numerica; c u m fo l clorul com putational grecesc a consacrat util izarea fracti i lor n u m erice, matematicien i i pitagoreici au recurs la u n "substitut" al acestora, tocmai in vederea evitari i lor, s i aceasta a u facut-o cu aj utoru l u n e i i n genioase constructii artificiale - raportu l - si, prin urm are, au elaborat o teorie a rapoartelor Putem afirm a ca ontologi a matemat i c i i p itagoreice este suficient de complexa, l umea entitati lor matematice nefi i nd reductibila la numere, caci pe l anga acestea mai exi sta si rapoarte La acest n ivel de dezvoltare a matemat i c i i grecesti anti ce, universu l matemat i c ( a l obiectelor matematice) contine doua subuniversuri : subun iversul logosului (rapoartelor) si subuniversu l numerelor, si care sunt, totus i , d e naturi d iferite, chiar s i operati i le c u aceste doua genuri d e entitati fi ind, d e asemenea, d iferite, deoarece in m u l t i rea n u m ere l or e s te d i fe r i t a de c o m p u n erea rapoarte l o r i ntrod ucerea n u merelor rationale a putut fi ev itata inca o perioada; (exceptie face, doua secole mai tarziu, Arh i m ede care a facut uz de calcul u l cu numere fractionare, dar numai ocaz ional) Tendinta constanta a perioadei la care ne referim a fo st cea a refuzarii dreptu l u i la exi stenta a u nor concepte numerice care n u respecta legi le fu ndamentale ale u niversu l u i de numere si totusi, asa cum rem arca i Toth [ 1, p 2 5 8 ] , "teoria logos u l u i constitu ie fructu l pozitiv c e l m a i im portant a l unei consti i nte scindate de i m posibi l itatea de a renunta la numerele rationale s i de i m pos i b i l itatea de a le accepta, cel putin de a le accepta in m od desch is" F i losofia pitagoreica afirma ca oricarui raport de numere (p, q) ii putem face sa corespunda un raport intre doua mar i m i omogene, sa spunem doua segmente A si B; M fiind un itatea de masura conventionala, se poate construi un segment A = p M s i a lt segment B = q M, caz in care avem (A,B) = (p q); dar s i rec iproca este adevarata, ca fi i nd date doua segmente A si B luate arbitrar, va exi sta o pereche de n u m ere (p,q) Exi sta, dec i, o structura izomorfa intre un iversu l logos u l u i si un ivers u l numerelor rationale, dar aceste universuri nu sunt identice, deoarece ele 5 8 poseda naturi d i ferite intr-adevar, relatia d intre cei doi , "locuitori" ai 1 1 n iversu l u i m atematic, n umar s i raport, poate fi c larificata s i mai convingator, daca vom observ a ca "teoria pitagorei ca a rapoartelor este 1 1 1 esenta identica cu teoria actua l a a c l aselor de perech i de numere ordonate, perech i supuse unor regu l i formale de calcul" (i Toth); insa, matemat i c ieni i e leni n u au dat numele de numar unei clase de rapoarte echivalente, deoarece in viziunea lor raportu l a doua numere nu se supune defin itiei numaru l u i Totus i, in l u m ina teoremei de ind ivizibil itate a monas u l u i se marcheaza efortul de a reduce intreaga teorie a rapoartelor la un iversul num erelor naturale, deoarece rapoarte le sunt considerate rel at i i intre doua numere naturale si nu entitati matematice distincte; legile care guverneaza universul numerelor intregi raman relevante si in stud i u l un iversu l u i rapoartelor ,, Subuni versuri lor de numere si rapoarte l i se adauga in cursul evol utie i matematici i antice grecesti un iversul entitatilor geometrice ale p lanu lu i, care include un "intrus straniu" - numarul irational Problema existentei m atem atice dobandeste treptat o mai pregnanta d imens i une geometrica, sti inta geom etriei contribu ind la "expans i unea ontologica" a u n i versu l u i de e n t i tati m atem at ice, in acest sens, teore m e l e de impos i b i litate avand un rol semnificant; intr-adevar, ceea ce este imposi b i l i n universul rapoartelor este realizabi l i n domen iu l geometric a l planu l u i , deoarece fi ind date d o u a segmente oarecare, d e exemplu l 2 s i 6, se poate construi , cu aj utoru l riglei si al compasului, intr- un numar finit de pas i, segmentul X care reprezi nta med ia lor geometrica, num ita asa pentru ca nu este rea l izata cu operat i i aritmetice, ci geometrice; medi a aritm etica A = ! (M + N), iar cea armonica H = 2 M N (M+N), (i Toth [ l , p 26 1 ]) 2 Aceste teoreme de non-existenta au in plan efectu l c las i ficari i segmentelor plan u l u i in doua clase d isjuncte, ambele avand statut de existenta, cu d iferenta ca unor argumente li se poate asoci a un raport, logos, in timp ce altora nu, ad ica nu au ratie, sunt alogos, ad ica l i ps ite de ratie ( irationale) 5 9 Un excelent comentariu al rel atiei di ntre un ivers u l logos u l u i si un iversul segmentelor din plan, din contactul acestor universuri rezultand conceptu l de segment irational gas im in cartea l u i i Toth [ 1 , p 262- 263 ] : "Teorema de impos i b i l itate ram ane inchisa in interiorul un iversului logosul u i , ca o lege pur i nterioara a acestu ia Teorema de impo s i b i litate d i n domeni u l univers u l u i l ogosu l u i nu constitu ie o demonstratie de exi stenta a segme nte l o r i ncomens urab i l e in epoca l u i Arch itas, incomensurabil itatea era inca necunoscuta, contestand astfel valab i l itatea marturi i l or care atribuie descoperirea incomensurabi lelor pitagoreici l or de l a m ij locul seco l u l u i al V- l ea (cu j umatate de seco l inai ntea l u i Arch itas) Dar, la Platon , [ 3 ] , e lev s i contemporan m a i tanar al l u i Architas, apare de acum, in mod evident, cunoasterea preci sa si cl ara a faptu l u i ca ceea ce este i m pos i b i l in domen iul rapoarte lor - construi rea mediei geometrice care descompune octava in doua consonante omoni me - este pos i b i l in p l an, prin constructi i l e spec ifice p l an u l u i " i Toth aprec iaza ca un fapt surpri nzator ca Architas nu a sesizat conexi unea di ntre constru irea med i e i geometrice si teorema de i m pos i b i l itate Descoperirea segmentelor care nu se pot exprima cu aj utorul logosului a doua numere, de exem plu, cazul mediei geometrice a segmentelor 2 s i 1 , semnifica o reducere la absurd a fil osofiei pitagore ice si probabi l d e a i c i tend inta d e ignorare a specifi c ul u i acestor segmente, a i m portantei lor p e ntru m ate m at i ca O n to lo g i a m ate m at i c i i g r e c e s t i a n t i c e e i ncompatib i l a cu creatia, ori numarul irational este o entitate care n u se conforma princi p i i lor aceste i teor i i a existente i Expl icitarea acestei entitati matematice cu aj utorul defi nitiei date de Dedekind (cu aj utorul "taieturilor" Dedekind) ev identiaza faptul ca geneza ei a antrenat o metamorfoza a non-existentei in existenta, "o creatie savarsita de Spirit" (i Toth [ l , p 1 1 6] ) incomensurabilitatea a subminat "intuitionismul aritmetic" integral, propriu fi losofiei pitagoreice: care considera fundamentale intu itia pri mara a numarului natural si operati i le finite cu acesta Acum "intuitia primara a drepte i indefinit di vizib ile" sta l a baza m atem at i c i i , fin itis m ul constructivist ramane si in n o i le cond i t i i fundamentu l fi losofi e a l 6 0 1 1 1 atematicii el ine "Exista segm ente incomensurabi le inexprimab i le cu ; 1j u torul l ogo su l u i a doua n umere, dar aceste segmente sunt toate rnnstructibile in plan cu aj utorul riglei si al compasu lui, apl icate de un n umar finit de ori , cu alte cuvi nte, in acest univers pitagoreic au exi stat 1 1umai acele segmente care pot fi construite cu aj utorul urmatoarelor operatii geometrice: im partirea segmentu l u i unitar intr-un numar finit de q parti egale si lipirea cap la cap a unu i numar, de asemena fin it, de p asem enea p arti" (i Toth [ 1 , p 286] ) Daca fi losofia pitagore ica fonnula ca a xioma - criteriul de existenta - fiecarei perechi arbitrare de segmente ii corespunde un logos a doua numere intregi, acum noua matematica elina sub impactul descoperirii segmentelor incomensurabile, pentru a le accepta ca entitati legitime in ontologia, extinsa, fonnuleaza ca a xioma de existenta: au exi stenta n umai acele segmente, rationale sau ifationale, care pot fi construite in manierafinitista, intr-un numar finit de pasi cu aj utorul riglei si compasu lui, plecand de la segmentu l unitar conventional considerat Matematica el ina s-a identificat in p l an onto l ogic cu fi l osofia platoniciana a ideilor, in sensul ca obiectele matemati ce preexista ratiun i i umane s i nu sunt introduse p e calea u n u i act creator care rezida, cum spune i Toth [ l , p 3 03 ] , intr-o operatie "prin i ntenn ediul i nfi n itu l u i in act, care consta m ereu in trans formarea non-exi stentei in exi stenta" intuitionismul vechi lor greci in s fera matematici i s-a m anifestat prin constructivism si finitism i n ontologia matematic i i eline infinitul actual nu are legitim itate, el poate fi inlocuit prin infinitul potential, care este finitul nedeterminat, arbitrar de mare sau de m ic Ori, modalitatea indicata de Zenon pentru defi n i rea l u ngim i i constitu ie un infinit in act, ca s i defi n i rea l u n g i m i i d iago n a l e i patratu l u i c u aj utoru l u n u i a l goritm eucl i di an i n fi n it, ceea ce genereaza paradoxu l; o cale ce poate fi evitata in practi ca matem at ica A x i o m a care l e g i t i m eaza o nto l o g i a e n t itat i l o r mate m at i c e recunoaste c a exi stenta efectiva numai ceea c e este rational, ad ica ceea ce poate fi exprimat intr-un di scurs efectiv constructibi l , o conceptie care reduce "aporia Ahile" la cea a Di hotom i e i Deci, a exi sta poate fi defi n it intr- un d i scurs fi n i t, iar p entru a fi defi n i t nu este necesara 6 1 succe s i u nea i n finita, nesfars ita Aristote l credea in pos i b i l itatea reduceri i aporie i Ahile la cazu l Di hotom iei F i losoful Aristote l era conv i n s ca exi sta o demarcatie neta intre infinitul in potenta si infinitul in act, distinctie ce pennite evitarea paradoxul u i nu numai in matematica, ci si in u niversul gandirii De acord c u Zenon, Stagiritul afirma ca i nfinitul in act contine contradicti i Spre deosebi re de Zenon, Ari stotel crede ca m i scarea poate fi descri sa fara a recurge la i nfin itu l in act, prin apel numai la fin itu l arbitrar de m are Evitat in cazuri part icul are, infinitul actual nu poate fi e l im inat d i n universul gandiri i , infi n it u l in act este acceptat odata cu ideea m iscar i i de-a l ungul unei traiectorii continue 2 3 DiALECTiCA G REACa si AXiOMATiCa Cuvantu l "dialectica" a avut inte lesuri diferite in diferite perioade ale fi losofie i La inceput "dialectica" desemna m etoda de argumentare proprie m etafizi c i i si este derivat d i n verbul "a discuta" Ari stote l [ 4] considera prem isa dialecti ca ca una aleasa de unul din participanti i la d iscutie Platon [ 5 ] postuleaza teza: cunoasterea este percepere, din care Socrate trage concluzia ce-l determ ina pe Teetet sa paraseasca aceasta teza􀗋 de fapt, d ialoguril e p l aton iciene exceleaza in apel u l la aceasta metoda, care procedeaza la exam i n area i poteze lor p r i n d e r i v area· consec i ntelor din e le, aproximativ d upa schema: "daca P, atunci Q; dar nu Q, deci nu P", model tipic de argumentare pentru resp ingere fo losit de Socrate impotriva op i n i i lor necritice sustinute, in dezbatere, d i scutie, de contemporani, dar si in rationamentele m etafizice prin reductio ad impossib ile de catre Zenon d i n Eleea De fapt Zernon (vezi si P l aton [ 1 ] ) este considerat inventatorul dia lecticii, el insusi influentat de folosirea ei in m atematica pitagoreica; in fapt, incomensurab i l itatea d i agonalei cu latura patratul u i (respectiv i rationalitatea lui J2 ) a fost o descoperire a p i tagore i lor, iar demon strati a propozi tie i re spect ive se face p r i n " inaintarea la impos ib il" 62 Asadar, pri m u l inteles al termenul u i "dialectica" a fost reductio wl impossib ile in metafizica Spre deosebire de vers iunea l u i Zenon, n u este obl igatoriu c a d i n ipoteze s a fie trase conseci nte autocontrad ictori i, ci numai false Astfe l, Platon [ 6] sustine ca orice resp ingere a ipoteze lor trebu ie sa procedeze prin deducerea unor consecinte autocontrad ictori i , dar nu este obl igatoriu ca toate argum entele s a respecte aceasta schema P laton va intelege prin d ialectica o metoda de argumentare ce impl ica respingerea, dar care conduce in cele din urma la rezultate pozitive de mare general itate i nterpretarea pasaj elor in cauza este extrem de controversata (W si M Kneale [ 1, p 1 8] ) Mai tarziu, constata acei asi autori, P l aton [ 8 ] , [ 4 ] , , [ 1 O] transfera numele de d i alectica asupra metodei d i v i ziun i i si reu n i ri i ,0 Generalizarea sensu l u i termenu lui d ialectica apartine l u i Aristotel - numele stiintei argumentari i din prem i se, mergand pana la cuprinderea cercetari i rationamentu l u i val id, in genera l Transformarea matematici i empirice si practice i n stii nta deductiva, bazata pe definitii si axiome, este un fenomen care a avut loc in Greci a antica si constituie un capitol d e seama i n istoria matematic i i Orientul antic n u a cunoscut conceptul de stiinta deductiva, in consecinta nu se opera cu teoreme si demonstrati i, in fapt conceptele de deductie, definitie, axioma nefi i nd constitu ite Matematicien i i e l i n i sunt prim i i care fo losesc aceste concepte, e i nemaifi ind satisfacuti de cunoasterea matematica practica, em pirica; in v iziunea lor, matematica nu trebu ie conceputa ca o ' colectie de prescripti i matematice, ci ca o stiinta, teorie deductiva C unostinte l e matematice achizitionate sunt legitimate in noua conceptie prin i nvocarea de ratiuni teoretice, ceea ce sem n i fi ca o schimbare de criteri u al adevaru lui, o tranzitie de l a j ustificarea prin practica la cea teoretica; aceasta mutatie in cam p u l matematic i i , cu i m p l i cati i si rezonante ep i stemologice s i metodologice, a fost apreciata c a fiind i n mare masura datorata impactul u i fi losofiei, i n speta al d i a lectici i eleate asupra acestei sti inte Matemati ca datoreaza enorm adaptari i d i a l ect i c i i e l eate l a genul de c unoastere practicat de aceasta sti inta A Szabo [ 1 ] a facut un expozeu i nteresant 63 asupra conexiuni lor istorice di ntre fi l osofie si axiomatica, invocand in spec ial re latia di ntre dialectica e leata si axiomatica lui Euc l id Teza centrala a expunerii sale este urmatoarea: ""princ i p i i le" m atematice ale lui Eucl i d au fost o adaptare a " i potezelor" dialectici i, iar demonstratia indirecta, uti l izata frecvent in textele m atematice, isi are origi nea in dialectica" El a relevat, in acest context, ca m aturitatea matematic i i marcata prin trecerea de la "j ustificarea prin practica sau experienta" - proprie inceputuri lor matematicii, chiar demon stratiile m atematice ale lui Thales erau foarte aproape de un caracter empirico- intu itiv - la "j ustificarea prin ratiuni teoretice", precum si organizarea ei deductiv-axiomatica a asi m i l at o putern ica i nfl uenta a fil osofiei grecesti antice, indeosebi a dialectic i i eleate Matematica a im p rum utat de la d ialectica (in primul rand, cea e leata) term inologia si m etodele (demonstrat i i le indirecte) ; in fapt, principiile matematice : defi n iti i , postul ate, noti uni comune sau axiome sunt echivalentul term inologic al ipotezelor asumate de partenerii "dezbaterii dialectice" Opinia lui P B ernays [ 1 ] este contrara, sustinand ca trebuie separata tenn inologia de metode, deoarece prima este variabila, ceea ce n u poate expl ica cum metodele geometrilor au fost acel easi ca ale fi losofi lor, numai in virtutea tenn i nologiei adoptate de l a acestia din u r m a D a r, A S za b o i n re p l i c a, a aratat c a s i " d i s t i n c t i a epistemologica" dintre cele trei tipuri d e asumpti i i n itiale - definitii, postulate si notiuni comune - care fondeaza "Elementele" lui Eucl id - poate fi conturata suficient de clar d i n perspectiva dialectic i i e leate Dupa cum se stie, demonstratia indirecta a fost de importanta centrala, avand rol u l u n u i i nstrument de ,justificare teoretica" a tezelor p e care l e p romovau, relevand contradicti i le prezente i n propoziti i le opuse tezelor e leatice in consecinta, A Szabo [ 1, p 24] scrie expres: " s i acum deoarece intreaga tenn inologie si metoda demonstratiei i ndirecte in m atematica sunt exact identice cu term inologia si m etoda demonstratiei i ndirecte d in d i a lectica e l eata, n o i p utem cu gre u rez i sta argu m e n t ul u i ca dezv o ltarea m atemat i c i i deductive are sa fie exp l i cata in term en i i influentei filosofiei eleate" 64 Referitor la analogia de term inologie exi stenta intre uti l i zarea l "i losofica si cea m atematica, Procl u s [ i , p 1 23] scrie: " Deoarece noi ;1 ri rmam ca aceasta s t i i n ta, geom e t r i a , s e b a zeaza pe i p oteze s i demonstreaza conseci ntel e deduse d i n anu m ite prin c i p i i - caci numai o 􀗌 t i inta este fara ipoteze, celelalte insa primesc princ i p i i l e lor de la aceasta - atunci autorul unei carti e lementare de geometrie trebu i e neaparat sa expuna separat principi i l e sti intei, dar trebuie sa j ustifice conseci nte le deduse din princi p i i Caci, n ici o sti i nta nu-si demonstreaza propri i le sale principi i si nu le pune in discutie" Matematica pleaca de la pri nc i p i i (01wn:c;1c;) care sunt de trei ti puri : defi n iti i, postu late, axiome, adm i se fara demonstratie si d i n care deduce teoreme, de aceea ea este con s iderata o "stiinta ipotetica" Atunci apar, in mod normal, remarca A Szabo [ l ], urmatoarefe chestiun i : 1 ) cum au stiut m atematicien i i d i n Grecia Antica ca stii nta lor este una ipotetica si ca ei trebu ie sa p l ece de la enunturi care nu trebu ie sa fie demonstrate? 2) cum "au descoperit" ei care sunt acele "enunturi prime" privi legiate care nu trebu ie demon strate? infl uenta fi losofiei asupra m atematic i i ne apare acum d irect relevanta Socrate ( cf Platon [ 7 ] ) pare sa raspunda la prima intrebare, atunci cand spune ca m atematicianul ia conceptele sale "egal", "par" , , figuri", " ungh iuri" ca baza, punct de p lecare in investigatie si nu se simte constrans sa l e exp l ice, adica pl eaca de la princ i p i i - concepte le m entionate, ca s i alte concepte m atem atice, formand ceea ce n u m i m " i potezel e" m atem atici i Trebu i e operata o d istinctie priv i nd sem n ificatia termenu l u i "i poteza", caci sem n ificatia originara a lui 07ton:c;1c; era diferita de cea asumata de moderni in cuvantul ipoteza (azi desemnand o teorie ce urmeaza sa fie confirm ata) Grec i i vechi intelegeau prin ipoteza, baza sau punctul d e plecare intr-o dezbatere asupra caru ia partici pan t i i la conversatie, d iscutie, cadeau de acord Ras p u n s u l l a a doua intrebare pare sugerat de practica d i alectic i i (conversat i e d e s fasu rata d u p a u n an u m i t m o d d e argu mentare s i demonstrare a tezei l a grec ii vech i) Parteneri i l a dezbatere trebuiau sa conceada ca trebu ie adm isa ca adevarata o anu m ita "asertiune mai puternica", urmand ca tot ce trebu ie acceptat u l terior sa fie in "acord 6 5 logic" cu aceasta asumptie fundamentala tare i n cazul conceptelor m atematice i nvocate in P l aton , defin itiile lor aveau ro l u l de ipoteze, asertiuni acceptate fara demonstratie Metoda supralicitata in m atematica greaca a fost "demonstratia indirecta" si a fost imprumutata d i n filosofie intelegerea semn ificatiei demonstrat i e i indirecte trim ite la inte l egerea uti l i zar i i ipoteze lor in d i alect i ca si m atemat ica P l aton [ 6 ] , pri n i ntermed i u l l u i S ocrate, caracterizeaza m etoda in cauza astfel : "Eu intotdeauna p lec in gandirea m ea de l a o aserti une, j udecata de m i ne sa fie mai tare ( s n M t ) Aceasta asertiune este ipoteza mea; si ce pare sa se armonizeze cu aceasta asertiune, eu cons ider adevarat Daca eu vad oricum ca ceva nu este in armoni e cu asert iunea tare precedenta, eu il privesc ca neadevarat" Comentariu l pasaj u l u i din "Phaedon" releva mai intai ca ipotezel e sunt puncte de plecare ( s i in d ia lectica si in matematica, cf Szabo [ i ] ) si, in al doi lea rand, Socrate doreste sa stabi leasca ce este in acord cu asumptia i nitiala ( ipoteza) Dar cum se determ ina acest l ucru este tocmai sarcina demonstratiei in acest cadru se poate elucida ideea demonstratiei indirecte, dar mai ales este necesara o remarca pre l im in ara: u neori, termenul " i poteza" a avut si rol u l de "tentative assertion" facuta pentru a i nvestiga propri ul ei adevar (semn ifi cati e aproape identica cu cea i ntrodusa de moder n i , observa Szabo [ i ] ) Urmatorul exem p l u de demonstratie i ndirecta, datorat lui P laton , este revelator pentru cea de-a doua semn ificatie a termenu l u i " i poteza": "cunoasterea si percepti a senzoriala sunt i dentice" este e n u ntu l ce urmeaza sa- l i nvestigam, exam inand consecintele deduse din el A vedea si a cunoaste sunt identice in v i rtutea acest u i enunt- i poteza, ad ica o persoana care v ede ceva, cunoaste ceva si o persoana care nu vede ceva, nu cunoaste ce nu vede Presupunem ca o persoana vede un l ucru si, conform ipotezei, cunoaste acel l ucru si cand inchide och i i ; insa cand inchide och i i , nu vede acel l ucru si conform ipotezei, nu poate cunoaste acel lucru Dar, in mod clar, persoana va cunoaste, chiar cind inch i de och i i ceea ce a vazut cand avea ochi i desch i s i Deci, din ipoteza noastra - cunoasterea si perceptia senzoriala sunt identice - am derivat o contradictie: persoana n u cunoaste 66 acel lucru si ca persoana cunoaste acel lucru, ceea ce aserteaza ca ipoteza noastra i nitiala nu este adevarata si ca, prin urmare, este adevarata negatia ei: "cunoasterea nu este identica cu perceptia senzoriala" - teza centrala a epistemologiei p latonic iene A Szabo [ l , p 26] enunta u rmatoarele doua caracteristici ale demonstratiei indirecte: i) in demonstratia indirecta n u incercam sa demonstram asertiunea pe care o ap reciem ca adevarata, ci, mai curand, incercam sa respingem asertiunea contrara; dar, a respinge asertiunea opusa echivaleaza cu a demonstra aserti unea care ne intereseaza, caci sau A este adevarat sau opusul lui A, a treia pos ibil itate nu exi sta; respingand una din cele doua asertiuni, cealalta unneaza in mod necesar sa fie adevarata; ii) in demonstratia indirecta noi respingem o asertiune aratand ca ne conduce la o contradictie Platon cons idera demonstratia indirecta o forma speciala de demonstratie m atematica; ea este gas ita in Eucl id Dupa Ari stotel, pitagorei i au folosit-o in demonstratia incomensurabilitatii F i l ozofia greaca, in special cea e leata (doctrinele lui Parmen ide si ale l u i Zenon) abunda in demonstrat i i indirecte, care releva contradictii in cadru l propozitiei contrare tezelor sustinute W C Kneale [ 1 ] contesta prioritatea folosirii metodelor reductio ad absurdum in fi lozofie, afirmand ca, cu m u l t inainte ca Zenon e l eatul sa-si dezvolte "teoria sa m etafizica" bazata pe demonstratia reduceri i la a b s u rd, a c i rc u l at, p r i ntre p i tagor i c i en i , o vers i u n e m a i veche a d em o n strat i e i p r i n red uc t i o ad a b s u rd u m , a e n u n tu l u i p r i v i n d "incomens urabilitatea diagonalei cu latura unui patrat" si care a fost pastrata in secret, numai d i n motive rel igioase, fi ind in incompatibil itate cu "structura rationala" a univers u l u i in consecinta, W C Kneale [ l ] pledeaza pentru o disti nctie "mai fi na" intre uzul metafizic a l m etodei reductio ad absurdum identificat cu dialectica si metoda insasi a reducerii l a absurd J R Lucas [ 1 ] afi rma ca daca e leati i au prod us argumentu l reductio ad abs urdum, l u i P l aton, insa, ii apartine meritul de a fi form ulat exp l icit " idealul axiomatizarii" ca ceva de real izat in mod constient, incat cartea a saptea a "Republicii" pare sa anunte "the programme of 6 7 studies for the institute of Advanced Studies at A thens", iar d iscipolul sau, Eudoxu s, a dus suficient de departe programul p laton ician intr-adevar P l aton [ 7 ] e l aboreaza o adev arata metod o l o g i e a "argumentului deductiv ", pe care il schitase deja in "Phaedon", m arcand m utatii esentiale in filozofia sa generala ca si in sti l u l sau, revel ate de trecerea de la "dialoguri" la "monologuri" si depas ind "faza neformata a d ialectici i " prin form u l area de i poteze bine defi nite d i n care decurg prin "dianoia" alte enunturi i poteza, in vizi unea de acum a lui Platon, nu mai este doar o asumptie care serveste unui caz particul ar, ci o axioma fundamentala, care nu mai poate fi chestionata de n imeni, nici chiar de sofisti, matematica urmand sa fie expusa ca dedusa d i n astfel de princ i p i i , ce n u pot fi puse in discutie Comentatori i s i i stori c i i fi lozofiei si matematic ii grecesti antice nu sustin unanim, sau mai precis, n u atri buie un rol dec i s i v lui P l aton in dezvoltarea matem atic i i antice in timp ce H G Zeuthen in "Sur ies connaissances geometriques des Grecs avant la reforme platonicienne" considera ca P l aton este cel care a i n i tiat matematica greaca deductiva ax iomatica p r i n lan sarea u n u i p rogram de · stu d i i avansate asupra matem aticii, cum afonna si Lucas [ i ] , alti autori, precum Szabo [ l ] , sustin ca "axiomatizarea" si "deductivizarea" m atem atic i i s-au constitu it ca un proces i n dependent de i d e a l u l for m u l at de P l ato n p e ntru m atem atica Oricum, cei mai m u lti autori , inclusiv Szabo, recunosc i n fl uenta fi losofiei in const itui rea metodo logiei deductiv-axiom atice pentru m atematica, numai ca ultimul autor sustine ca atat m atematica deductiva a lui Euc l id cat si opera l u i P l aton succed fi losofiei e l eate; in plus, Platon a avertizat asupra faptul u i ca gandirea m atem atica poate serv i drept "parad igma" pentru intreaga cunoastere sti intifica Se cuvi ne, in consens cu Szabo, sa observam ca fi losofia e leata a fost fecunda si influenta in spatiu l culturi i antice grecest i ; se recunoaste ca una d i n axiomele l u i Euc l id ("intregul este mai mare decat partea") s-a constitu it genetic ca raspuns la unul di ntre paradoxurile lui Zenon, discipol al lui Parmenide, si reprezentant al sco l i i din Eleea Unul dintre paradoxele lui Zenon, citat de Aristotel , este asertiunea: "j um atatea 6 8 t i mpului este egala cu dublul ei"; daca aici "whole time" (timp intreg) si "half time" (timp j umatate) sunt luate ca multimi infin ite, ceea ce se pare ca este cazu l, atunci chiar daca nu sunt egale in intregime, sunt macar echivalente in sens "Set teoretic" (in sensul teoriei m u ltim i lor) si, prin urm are, aserti unea "half time is equal to its do uble" nu poate fi respinsa Atunci Zenon a avut dreptate, dar trebuie sa operam distinctia: Zenon s-a referit l a multimi infi nite, in timp ce Euc l i d a avut in vedere multi mi fin ite Rol u l axiomelor in m atematica el ina era acel a de a fixa o baza pentru curm area neinte legerilor, dezacorduri lor Se im pun in incheiere unele remarci de ord i n metodologic; 1 ) care era statutu l demonstrat i i lor la vechii greci? 2) cunosteau vech i i greci faptul ca nu exista o distinctie esentiala intre l ucruri (enunturi) pe care le demonstram si lucruri (enunturi) pe care le asu'mam fara demonstratie, fapt rel evat de axiomatica moderna? Referitor la pro b l em a 1 ) L Kalmar [ 1 ] mentioneaza exi stenta a doua tipuri de demonstrat i i prin reducere l a absurd : a) o demonstratie a teoremei p prin asumarea n egatiei aceste ia, - p, s i derivarea d i n aceasta a propozi tiei q a carei n egatie dej a a fo s t demonstrata; aceasta dem onstrati e are la b aza princ i p i u l tertiu lu i exc l u s ; al do i l ea tip de d em o n strat i e : b) o d e m o n strat i e in c are se v i zeaza res p i n gerea (dis proof) unei asert i u n i p, asuman d-o si derivand d i n p o propozi t i e q a carei negati e a fo s t dej a demon strata s i care n u cere, c h i ar in conform itate c u exigente le standard ale logic i i matematice, princ i p i u l terti u l ui exc l u s Daca este ani storic sa preti ndem vech i l or greci sa fi fost atenti la o asemenea disti nctie subti la, l ucru cu care este de acord L Kalmar, putem totusi preciza ce tip de demonstrati e au practicat daca exam inam textel e matematice transmi se Rem arca l u i A Robi nson [ 2 ] se inscrie potrivit in acest context evocat: "cand Euc l id arata ca orice numar com pus are un divizor pri m, el foloseste metoda descresterii infi nite (the method of i nfi nite descent) concl uzionand ceea ce este imposibil pentru numere Un i ntuition ist contemporan v a respinge aceasta demonstratie deoarece incearca sa stabi l easca demonstratia unui enunt existential pozitiv" Este 69 evident ca demonstrat i i l e i ndirecte fo losite de greci i antic i se bazau pe tertiul exc l u s Problema 2) cere o precizare care nu impl ica un raspuns cert; exam inarea unor texte d in opera l u i Ari stotel releva faptul ca pot exista asertiun i in mod natural "mai s im p le" si al caror adevar nu poate fi chestionat, putand servi ca punct de plecare Este d iscutab i l insa, conchide A Szabo [ 1 ] , ca vederi le aristotel ice au fost impartasite de matematicien i i contem poran i fi loso fu l u i d i n Stag i ra; d a r o ana l i za a conceptu l u i ari stotel ic despre sti inta (vezi 2 1 O) prezi nta relevante sem n i ficative pentru subiectu l abordat aic i 2 4 MATEMATiS M U L PiTAGOREiC Aristote l consemneaza c a pitagorei i s i- au consacrat v iata stu d i u l u i matematicii, ei crezand c a princi p i i le acestei stiinte sunt principiile tuturor l ucruri lor in contrast cu "materialitatea" princ i p i i lor m i les ien i lor (apa, aeru l , apeironul etc ), p itagore i i au s ustinut ca "toate lucruri l e sunt numere'', un enunt care interpretat m odern logic n-are sens, dar pentru Pythagoras si d i sc i po l i i sai avea totu s i , daca l uam in con s i derare descoperirile rem arcabi le ale acestei scol i , ca de p ilda, cuantifi carea fenom enu l u i muz i c a l si de aici c onexi u n i le ce se pot stabi l i intre m atematica si m uzica si nu numai atat, caci apl icati i l e- i lu strari a l e conceptiei pitagoreice sunt prezente s i in campul medic i n i i , l egat de fenomenul de sanatate si altele si sunt i nerente supoziti i "atom i ste", conform carora l u mea poate fi gandi ta "atomar", corp u r i l e fi i n d con stru ite d i n m o lecu l e a l catu ite d i n atom i organ izati in d i ferite configuratii; putem conch ide ca Pitagora a sperat sa faca din aritmetica un stud i u fundamental rel evant nu numai pentru esteti ca si pentru fizica, in sens larg, incl uzand si o anum ita v iziune astronom ica, dar chiar si pentru etica, ale carei conexiuni profunde cu rel igia sunt transparente nu n umai la n ivelul doctrinei ci si al modului de viata adoptat de membri i confreriei Proclus [ i ] relateaza: "Adaugand la stradan i i le acestora ( i e 70 Thales si Mamercos) studi i le sale, Pythagoras a transformat fi losofia referitoare la geometrie, pentru a- i da configuratia unei educati i l iberale, exam i nand princ i p i i le ei de baza, cercetand rational si abstract teorem ele acestei sti inte El, de fapt, descoperi se si teoria numere lor irationale (sau a proport i i lor) ca si constructia figuri lor cosm ice Cercetari le teoretice fondamentale i n s p i rate s i propu l s ate de geom etri a dezv o ltata de Pythagoras erau men ite, dupa unii interpreti, sa fundeze un tip de educatie um ani sta l i berala, in contextu l careia mentionata disc i p lina sti i nti fica statua locul si, poate, rol u l indiv idu lui in univers, modelandu-l ca om l i ber in conceptia sco l i i pitagoreice sti intele m atem atice incorporau aritmetica, geometria, astronom i a si armon i a (m uzica) Traditia pitagoreica consem neaza o tri p la sursa de inspiratie si documentare in domen i u l cunost i intelor de tip matematico-astronom ic c u pozitie central a in an sam b l u l doctr i ne i : calcu le de geodezi e si arh itectura orientate astral datorate culturi i egiptene; trad iti i de aritmetica socotitu lui preluate de la comerciantii feniceni ; com put astral si descrieri ale fenom enelor astronom ice prezente in docum entele chaldei lor D ar mot i v e l e s i i ntere s u l p entru preocupari a l e dom en i u l u i m atematic sunt d e natura com plexa, i n care componenta rel igioasa pare a fi determ i nanta, caci pitagorei i, in frunte cu maestrul lor, facusera din prob l ema purificarii sufl etul u i s i a nemuriri i un tel al vietii Ei consi derau stud iu l matematicii ca cel mai bun purificator al sufletul u i iata de ce Pyth agora este totodata intemeietor al unei secte rel igioase si al unei sco l i de m atematica, constructor sau cel putin aparator al unei religi i profunde spiritual, purificatoare a s ufletu l u i s i garantie a nemuriri i in serv ic i u l careia se aflau sti i ntele m atematice i nteresat si preocupat de p rob l em e m i st i c e a l e p u r i fi cari i s i nem urir i i , Pythagora s-a indreptat spre sti i nta, i n mod deosebit spre matem atica al carei stu d i u era destinat obtineri i "purgari i sufletu l u i ", gandirea stiinti fica si matematica fi ind considerata cel mai autenti c si pur m od de v iata Gan d irea teoretica, proprie sti in te i pure s i , prin exce l en ta, s p ec i fi c a m atemat i c i i pure, p u r i fi c a s u fl etu l , deoarece e l ibereaza omu l de a gandi despre l ucruri particulare, conducandu-i gand irea si reflectia spre l u m ea permanenta s i ordonata a numerelor 7 1 De fapt, doctrinele m i stice, ca si relatia timpu l u i cu etern itatea, sunt fortificate prin studiul matematicii pure B Russe l l noteaza in context urmatoarea reflectie: "Comb inatia matematica si teologie, care a inceput cu Pythagora, a caracterizat fi losofia rel i gioasa in Grec ia, in Evul Med iu si in timpuri le moderne pana la Kant Orfi sm u l anterior lui Pythagora era analogu l rel igi i lor m i ster i i lor asiatice insa P l aton, St Augustin, Thomas Aqu inas, Descartes, Sp inoza si Leibniz exista un amestec intim de rel igie si rationament, de aspiratie morala cu adm iratie logica a ceea ce este atem poral, c are v ine din Pythagora, s i d i stinge teologia intelectual i zata a Europei de m isticismul rudimentar necomp licat al Asiei" Dar la ideea ca "toate lucrurile sunt numere" au condus si succesele aritmetici i computationale, fixate traditional in folclorul computational, si care degajau morala: numerele si calculele ofera posi b i l itatea inlocuirii manuirii practice a lucruri lor; deci, numarul reprezinta substanta com una, pri ncipiul tuturor l ucruri lor, iar rel at i i le d intre l ucruri se pot exprima prin relati i le di ntre numere S-a produs u n fe l de invadare a lum i i exterioare d e catre aceasta aritmetica computationala si fenomen u l a condus l a aserti unea " l ucru r i l e s u nt n umere" , centrala in doctr ina pitagoreica Lucruri le dev in inte l i gi b i l e pentru om prin interm e d i u l numarul u i pe care- l poarta, iar cunoasterea lor rezida in determ inarea numarului lor propriu Ceea ce nu poate fi exprimat prin numar ramane neinteligi b i l , i nacces ib i l ( cf Diels-Krantz ) Matematismul pitagoreic este in mod esential aritmetism, caci intre sti intele matematice (mathema) aritm etica are o pozitie privilegiata, caci, pe de o parte, aceasta din urma, in virtutea corelatiei d intre numere si m ari m i - care pot fi eventual s i geometr i c e - m e d i aza acce s u l aritmetismu l u i l a o conceptie despre existenta si chiar despre u n ivers, evidentiind principiul structuri i si ordin ii in u nivers ; iar, pe de alta parte, geometria, in evolutia matematicii, va "detrona" aritmetica si, odata cu ea, intuitia aritmetica, marcand, in fi nal, esecul aritmetism ului, a l filosofiei pitagoreice, p r i n instaurarea euclidianismului care va domina pana in epoca cartezian ismului cand se va produce, prin geometria 72 a nal i t i ca ( a coordonate lor) o "rea bi i itare" a aritmetic i i Tratarea geo m et r i e i i n dependent de aritmetica, pro v ocata de d i fi c u l tati l e " i ncomensurabi lelor", este constientizata si i n unele dialoguri a l e l u i Platon s i executata cu perfectiune in "Elementele" lui Euc l id Doctrina p itagoreica a fost faci l itata in demersul ei constitutiv de practica adepti lor num arari i si a scrieri i n u m e re lor, asemanatoare actualei pract ic i a reprezentari i numerelor pe zar prin fo l o s i rea punctelor, (in vi rtutea princ i p i u l u i ca num erele erau constituite din u nitati indiv iduale marcate prin puncte: numarul unu era un s ingur punct, iar celelalte numere erau c reate p r i n ad i t i a p u nctel o r ) D i n aceasta perspectiva doband i m intel egerea unui aspect sem ni ficativ, cel a l rel atiei dintre aritmetica si geometrie ca s i configurarea rol u l u i lor in doctrin􀗈 p itagoreica ca o conceptie despre lume Astfel un s i ngur peb ble ca un punct este unu, doi este facut din doi pebbles sau doua puncte, iar aceste doua puncte fac o l i n ie Trei puncte, precum varfuri le, colturi le unui tri unghi creeaza un p lan, sau o suprafata s i , in fine, patru puncte pot reprezenta un sol id Faptul descris a sugerat l u i Pythagora ideea corelatiei d intre numere s i m arim i , (eventu a l , confi g u r at i i geom etr i c e : segmente, s u p rafete, tri ungh i uri, cuburi) intre aspecte ram anan d sem n i ficativa teorem a care-i poarta numele: patratul i potenuzei este egal cu sum a patratelor celorlalte doua l aturi (catete) ale unu i triungh i dreptunghic in v i rtutea rel atiei dintre numere si marim i, p itagorei i puteau spune, deci, ca numerele inseam na anum ite figuri : triunghi, patrat, dreptunghi, cub, piram ida etc Numerele triungh i ulare, numerele patrate, numerele dreptungh ice, numerele cubice, num erele p i ram idale, numerele sferice etc , erau diferentiate de p itagorei ca fi ind im pare s i pare, in fapt un nou mod de abordare a fenomenului conflictului opusilor i n toate aceste forme num erele s unt m a i m u lt decat abstracti i, e le sunt feluri specifice de entitat i : "A spune ca p i tagorei i ca toate l ucruri le sunt numere, intelegem ca exista o baza numerica pentru toate lucrur i le care poseda c o n fi g u ra t i e s i m a r i m e ( d i m en s i u n e ) ; a st fe l , v e d em m ed i at i i l e rationam enu lui pitagorei c : ei trec de la aritmetica la geometrie si prin intermed i u l acesteia la stu d i u l structurii realitati i Toate lucruri le poseda 73 numere, si valorile lor par si i mpar exp l ica opoziti i le in l ucruri ca unu si multiplu, patrat si oblong, drept si curb, ch iar l um ina s i intuneric, sunt opoziti i n umerice ca si masc u l in si fem in in, bun si rau" ( S E Stumpf [ l , p 1 1 ] ) P itagorei i i i depasesc pe m i l e s i e n i p r i n conceptu l de forma, contributia lor im portanta in fi losofie si care va fi prel uata de P laton Mi lesien i i s-au oprit l a ideea de materie primara, precum apa, aerul, apeironul etc , din care este constitui t orice lucru Pitagoreii inteleg arma ca lim ita, iar aceasta este acce s ib i la intelegeri i noastre in terme n i n umeri c i Muzica s i medic ina i l ustreaza cele mai relevante domeni i a l e formei, gratie armoniei, care rezida in proporti i si lim ite P r i n intermedi u l formei - ca armonie m uzicala sau s i sanatate - numerele "cuceresc" regiuni ale existentul u i al caror spec i fi c nu-l mai reprezinta cantitativul, oricum esential relevant pentru numar, ci calitativul, care is i anexeaza fenom ene-abstractiun i A s ert i u n e a c e n t r a l a a d o c tr i n e i c are rez u m a c o n t i n u t u l pitagoreism u lui, si deci al matematismului pitagoreic, "toate lucrurile sunt numere" sau, poate, intr-o forma mai s laba: "toate lucrurile poseda numere", a v i zat intregul univers, astronom ia aducandu-si propria- si contributie la fu ndarea unui asemenea enunt i ntr-adevar, acest gen de cercetari astronom ice, stabi leau cu priv ire la tablou l constelati i lor doua caracteristic i : num arul astri lor constitui enti si figura geometrica pe care acestia o deseneaza pe cer Acestea au statutul unor date i m uab i le si obiective s i asociatia d intre ele ne releva necesitatea naturala, ce poate servi ca baza a unei conceptii generale despre univers Constelati i le au un numar care le este propr iu, toate l ucrurile au un numar, care este conditia cunoasteri i esentei lor investigatia aj unsa in acest stad i u se confrunta cu o prob lema legitima: Cum este pos ibila o geneza constitutiv numerica, daca n umarul este un concept iar lucrur i le sunt obiecte sau substante? L Brunshv icg [ 1 , p 3 4-3 5] p ropune o exp l icatie, respectan d s p i r i t u l concept i e i pitagoreice, care inverseaza demersu l natural El spune aproape textual :in loc de a cerceta transformarea unei notiuni abstracte - n umarul - intr-o 74 realitate concreta - lucrurile - ar fi mai convenab i l de a priva (destitu i) notiunea de numar de semnificatia abstracta pe care suntem obisnuiti sa i-o atribuim si de a-l reintegra printr-un fel de ap l icatie intuitiva in statutul de "inseparabil lucrurilor"; astfel incat sa vedem un punct atunci cand se vorbeste de o unitate, iar atunci cand se vorbeste de un numar sa vedem o grupa de puncte care deseneaza figura, asa cum stelele deseneaza o constelatie Pe scurt, conch ide L Brunschv icg, inai nte de a spune ca lucrurile sunt numere, pitagore ii au inceput prin a concepe numerele ca lucruri, iar expresi i le "numere patrate" sau "numere triunghiulare" nu sunt s imple metafore, caci ele s unt, gratie " aritmeticii geometrice" p itagoreice, efectiv in fata och i l or s i a s p i r itu l u i n o stru i n t u i t i a pitagorei ca, poate pe nedrept considerata aritmetic􀁌, era mai curand una "integrala" si oferea, intr-o interpretare carteziana, un ob iect care era totodata al i m ag in atie i si al i ntel ectu l u i C e l e doua e l emente, idee algebrica si obiect intins, reu n ite in s inteza originala datorata geometriei anal itice, au fost date in conexiunea lor naturala, poate naiva la pitagorei, cu aj utorul intu itiei aritmetico-geometrice integrala despartite ulterior pana la nasterea geometriei anal itice Numarul este prezentat conform acestei i ntu itii p itagoreice ca o suma de puncte, figuri in spatiu, iar fi gur i le - l in i i, suprafete sau volume trasate prin aceste puncte - sunt date ca numere 2 5 G E N EZA si NATU RA N U MaRULUi si F U N CTiA LUi " D E M i U RG i Ca" ' in Diogene Laert [ i ] (apud * ) putem citi urmatoarele: "Princi p i u l tuturor l ucru ri lor este unitatea, iar din aceasta unitate prov ine doimea nedefin ita servind ca suport m ateria l unitat i i care este cauza Din unitate si din doimea nedefinita se trag numerele, din numere punctele, din puncte l i ni i le, d in l in i i figurile plane, din figuri le plane, figurile sol ide, corpuri le s o l ide ale caro r el emente sunt patru la numar: focu l , apa, aeru l s i pamantu l Acestea s e transforma si trec p e rand prin toate lucruri le Astfe l, 75 se naste din ele Universu l ( Kosmos) insufletit, inzestrat cu ratiune, sferic si cuprinzand la m ij loc pamantu l " Acest text cu relevanta spec iala pentru filosofia pitagoreica a numarului i-a pri lej u it lui A Fraenkian [ i ] (apud * ) constructia unei scheme despre unu, mai bine zis Unitate, dualitate si cosmogeneza al carei esential consta in cateva asertiuni Unitatea este principiu l Doimea ca o tendinta spre infinit si matrice a divizibilitatii este substitut al materiei, idee prezenta si in dialoguri le de m aturitate ale lui P laton , [ 4] Un itatea prin intermediul doimei (jumatatii) genereaza numarul Linia se naste prin flexiune d i n punct Lini i le decupeaza spatiul cu figuri plane sau suprafete si ca volume - proiecti i le spatiale num ite figuri sau corpuri "solide" si acum iata schema lui A Fraenkian : Unitate - J 􀗉 doimea nedefinita Numaru l J, Punctul J, L i n ia J, Suprafata p lana J, Solidul (vo l u m u l ) J, Corpuri sensibile (cele 4 elemente) J, Universul s i acum iata un comentariu c are surpri nde sp iritu l m atem atici i si fi losofiei grecesti, dar care credem ca este adecvat si pentru conceptia p itagoreica: ,,insasi notiunea de numar nu mai este generata prin abstractie porni nd de la contem plarea unor colectii de ob iecte d in lum ea exterioara a sens ibil itatii empirice, pentru ca spiritu l dev ine constient de faptu l ca u n i v e r s u l de n um ere e ste dotat c u o l ege i n ter i oara de geneza reproductiva: construirea oricarui numar N prin recurenta, porn i n d de la 7 6 " i " Un itatea nu este un numar, ci stramosu l abso l ut, princ ipiul tuturor nu merelor: el genereaza toate celel alte num ere prin copulatie cu sine insusi, el insusi insa este negenerat Operatia de recurenta este pur noetica, deoarece numai gandirea poate obtine mereu un numar dintr-un alt numar, adaugandu- i acestuia unitatea; in lumea exterioara aceasta operatie are o lim ita superioara, deoarece la un m oment dat se aj unge la un grup care contine absolut toate obiectele exi stente Numaru l este astfel definit ca o multime arbitrara de unitati N i m i c ce nu satisface aceasta definitie nu poate fi numit num ar, decat prin abuz i ntreaga fi losofie s i intreaga aritm eti ca stiintifica e l i na s unt domi n ate de ideea ca " u nitatea nu este un n u m ar" Ea e s te p r i nc i p i u l d i n care e s t e a l c at u i t n u m aru l " ( i Toth [ 1 , p 2 4 7 ] ) Asadar, num aru l este o m u l time de u n itatC un itatea nefi ind o m u l time de unitati nu satisface exigenta stipulata in definitia numaru lu i Prin aceasta proprietate s e "instaleaza" o opozitie intre unitate si celelalte numere Aritmetica greaca a avut la baza aceasta teza: u nitatea nu este un numar; ea nu este o m u ltime; unitatea nu are parti sau e lemente, un itatea este indivizibi la "Daca unitatea in s ine, u nitatea abstracta ar fi div izibi la, de exemplu in N parti egale, atunci ea ar fi compusa d i n N parti; o parte, a N-a parte, fi ind N * , am avea N N* = i Este ev ident, teza indivizibi l itatii un itati i abstracte d i n aritmetica si fi losofia e l ina exprima consti inta exi stentei unei l egi de con servare a u n ivers u l u i numeric, exprimata printr-o teorema de imposi b i l itate" (i Toth [ l , p 24 8 ] ) D u p a Aristotel , pitagore i i cons idera c a Unitatea consta din amandoua (pereche si nepereche) s i ca numarul prov ine din unitate Acest text este comentat de D Badarau [ i ] in termenii urmatori : " pentru filosofii greci unitatea nu este un numar, numai mu ltip l u l este numar, astfel ca pri m u l numar este 2, fi ind cel mai dintai numar pereche, iar primul numar nepereche este 3 Num erele prov in toate din unu l care este totodata pereche si nepereche" D Badarau i n s i sta in comentariul sau asupra diferentei di ntre dubl u si doi, cac i 6 este dublul lui 3 dar nu este 2 in conceptia pitagorei l or infin itul participa la lim itat (sau Unul), iar aceasta participare, principiu al l um i i , este ceea ce se numeste Dyada infinitu lui 77 si a unitati i Termenul Dyada desemneaza altceva decat dublul, desi dubl u l ca orice numar este o Dyada, fi ind jonctiunea m ulti p l u l u i cu unitatea, mu ltipl u l avand i l im itat u l ca esenta Pe de alta parte, daca dub l u l ar fi identic cu Dyada acesta ar fi un m u ltiplu si un itatea ar fi identica cu dual itatea Dual itatea indefinita s i dupl icativa este in conceptia lui P laton, princip i u l material opus U nu l u i C u p l u l Unului si al dualitati i (d iadei) este o rem iniscenta la Platon care is i are origi nea in fi losofia pitagoreica, unde Numarul, "esenta a l ucruri lor" , devine un principiu de expl icare a lum i i, dar numai daca il completam cu notiunea de infi nit, care l a randul ei nu este n i m ic fara participarea un itati i De aic i deriva diada unitati i si a infinitu lui la p itagore i, caci acestia sustin, spune Ari stotel , " c a U n u l e p r i n c i p i u , s u b stanta s i e lement a l tuturor l ucruri l o r, considerand n umarul ca proven ind d i n aceasta Unitate primordiala si d intr-un al doilea e lement indefinit (D iada indefin ita)" Spre deoseb ire de alti fi losofi (platonicien i i) p itagoreii nu adm it mai m u l te fe l uri de n u m e re : numere ideale (form ate din u n itati neaditionale sau aditionale numai in cadru l acestor entitati, gen diada, triada etc ), numerele matematice (ale caror Un itati sunt aditionale) P itagoreii adm it numai numarul matematic, care, conform si stem u lu i lor de gandire, nu este separat d e l ucrurile sens ibi le, ci l e este i nerent, fi ind chiar substanta lor Spre deosebire de aceasta reprezentare concreta, promovata de pitagoreism, Aristotel considera ca ambele tipuri de n umere exi sta in afara sen s i b i l u l u i O conceptie - faza interm e d i ara intre pitagoreism si conceptia aristotelica - ar reprezenta unii platon icieni care descriu num arul matematic ca o real itate foarte abstracta, "exi stand ca prima fi i nta separat de lucrurile m ateriale" P itagoreii au sustinut ca numere le m atem at ice, s i ngurul fe l de numere adm is, sunt i n erente l ucruri lor materiale, imanente l ucruri lor sensibi le, alcatui nd fi inta lor iata textul integral din "Metafizica" l u i Aristorel cu privire la conceptia pitagoreica despre numere: "iar pitagore i i sustin ca s i nguru l numar este cel matematic, numai ca in doctrina lor nu este separat de lucruri, ci substantele sensibile sunt alcatu ite din acestea Constru iesc Un iversul intreg di n n umere - dar n u din unitati (monades) abstracte - 7 8 c :t c i asa cum presupun ei, unitati le au intindere (marime spatiala) Pe cat e pare nu gasesc o ies ire pentru a expl ica in ce fel s-a alcatuit Unul primordial inzestrat cu marime Alt ginditor sustine ca n umaru l primord ial ar fi Unul ideal, iar alti i ca numaru l ideal este identic cu cel matematic Tot asa de im partite sunt si pareri le privitoate la lung i m i , suprafete si figuri solide Uni i socot mari m i le matematice ca fi ind deosebite de cele care vin dupa idei Dintre cei care sustin astfel de teor ii, un i i recunosc m ari m i le matem atice, dar considerate numai sub raport matem atic Asa procedeaza cei care fac d i n numere i de i si, de altfel , nici nu adm it exi stenta ide i lor Altii adm it m arim i le matem at ice, dar nu le iau in sens m atem atic Caci dupa ei nu orice marime se d i v ide in mari m i s i nu orice fel de unitati pot fi o dualitate ( dyas ) Asadar, pleaca de, la postu latul ca numere le se alcatuiesc d i n un itati toti cei care afirma ca unul este elem ent si principiu al celor exi stente, in afara de pitagorei , care dupa cum spu neam inainte, atribuie numerelor marime" in text se menti oneaza ca numerele sunt alcatu ite din monades (unitati) si ca Unul este element si principiu al celor exi stente Unii autori, ca de exem p lu Raven, inc l ina sa adm ita ca vech i u l pitagoreism era "dualist" Pare p lauzi b i la si i poteza ca acesta asuma mai curand o conceptie monista (sau monad ica, in sensu l fi losofiei leibn iziene) in ipoteza corelatiei dintre monada si dyada, oricum, vech i i p itagorei n u considerau unitati le notiu n i abstracte, desprinse de rea l i tatea sens i b i la, deoarece, afirm a Raven, acesti fi losofi "ca s i restu l presocraticilor nu izbuteau sa stabi l easca o del im itare intre corporal s i incorporal" (apud M Nasta [ i , p 1 06]) Concluzia este ca pitagore i i nu adm iteau teza ca numerele sunt alcatuite d i n unitati abstracte - monades in text este vizata teoria p latoni c i en i lor despre Unul primordial; toti fi losofi i care se deosebesc de pitagorei ( deci si p latonicieni i) stabi lesc o echivalenta intre unu ca element primordial (hen) si un itate (monas) ca element constitutiv al numaru l u i Dupa opinia lui Ari stote l, deoarece unitatea pitagorei lor este inteleasa ca o marime nu poate fi un element constitutiv al numarul u i matem atic si n i c i al num arul u i idea l 7 9 Aristote l m e n t i o neaza avantaj e l e dar si d i fi c u ltati le pozitiei pitagoreice in probl ema orig i n i i s i naturii num ere lor Ream i ntim ca doctrina pitagoreica postuleaza participarea infinitului (apeiron) la Finitul reprezentat pri n Unitate pentru obtinerea "principiului lum ii" (al Universului) num it Diada infinitului si a Unitatii Se observa ca in acest caz D iada este identificata cu m u ltiplul si cu infinitul si astfe l dobandeste esenta pluralitat i i Dificu ltatea apare in anal iza d u b l u l u i generat prin ad itionarea un itati lor prin dubl are, dupl icare, caci notiunea pitagoreica de dual itate (dyada) avand esenta p l ural itat i i ( infin itu l u i ) nu poate fi anal izata in term eni de unitati "inevitabi l se aj unge la un rezultat aberant, atunci cand se d iscuta aceasta "doime" (unitatea s i m p l a fi i nd conjugata cu alta infinita, de natura pl ural itatii) Pe de a lta parte, chiar altfel, proprietatea "dub l u l u i " constatata pri ntr-o s i m p l a i n d uctie poate fi echivalata de-a dreptul cu numaru l doi, intrucat trebuie prec izata natura elementelor care afla in aceasta re latie de "duplicare" Se pot numara doua elemente cu totul i negale, s uma l or nemaiavand in fe l u l acesta n i m ic de-a face cu dubl u l Am biguitatea s-ar putea rezolva daca se deosebesc trei concepte: dyada ( 1 + x), numarul 2( i + i ) si dublul (2x)" (M Nasta [ l , p 1 0 1 ] ) Pitagoreii admit ca numarul ca pri ncipiu constitu ie nu numai natura lucrurilor, ci il identifica si cu acc identele si starile lucruri lor Numerele sunt considerate modele pe care lucrurile le i m ita, analog ideilor lui Platon, care are in pitagoreici o evidenta sursa de inspiratie Elementele constitutive ale numaru lui sunt perechea si neperechea, primul considerat infinit, al doilea finit Procedeul greci lor de a reprezenta numerele prin puncte a fost absolutizat in reprezentarile geometrice (gnomonii geometrici) ale pitagorei lor (gruparea numerelor in grupe de puncte) Numerele nepereche erau reprezentate cu aj utorul gnomonului geometric astfel : 2J i ar numerel e pereche erau reprezentate geometric astfe l : 80 Aceste reprezentari geometrice sugerau urmatoare le aserti un i : S u m a numerelor nepereche a r fi finita; gnomon ii eare includ numere nepereche ne reprezi nta un patrat, iar acesta este o fi gura perfecta si fi nita Suma numerelor pereche este infinita, gnomon i r incluzand numere perech i configureaza un dreptunghi care este o figura imperfecta si nedefinita Unitatea dupa pitagorei consta d i n perec he si neperec he, iar n u m aru l prov ine d i n unitate; intregul univers este redus la numere Sa ret inem u n e l e rem arc i c r i t i c e a l e l u i Ari stot e l la ad resa pitagoreism u l u i Daca adm item ca exista numai f'lumaru l matematic, (s inguru l fel de numere acceptat de pitagorei), atunci princ i p i u l sau nu va fi unul, caci in acest caz un astfel de Unul ar trebui sa se deosebeasca de celel alte un itati si tot astfel Diada prima ar trebu i sa se deosebeasca de celel alte d i ade, fapt ce s-ar intamp l a cu toate numerele urmatoare " Daca punem Unul ca principiu, e neaparat mai l ogic sa ne insusim punctul de vedere al lui P l aton asupra numerelor, afirmand ca exista o d i ada prima si o triada prima si ca Numerele ideale nu se pot aduna intre ele Dar am aratat ca, chiar d aca adoptam aceasta teorie, conseci ntele absurde care decurg d i n ea sunt m u lte" (Ari stotel [ 2 , p 424 ] ) Desi Ari stotel apreciaza ca d i ficu ltat i le pitagoreism u l u i sunt mai mici decit cele inerente p l aton ism u l u i, sau pozitiei sustinute de Xenocrate, care identifica numaru l ideal cu cel matematic, el remarca drept semnificative urmatoarele: "Sa concepi numaru l ca fii nd neseparat "de lucruri" suprima mu lte d i n conseci ntele imposi b i le Pe de alta parte, a considera corpurile compuse din numer􀗊, iar numaru l acesta ca fi ind m atem atic este ceva i m pos i bi l Caci nu este adevarata afirmatia ca exi sta m ari mi spatiale indiv izibi le (atoma) si c h i ar daca s-ar intalni cit mai multe marim i de acest fel, m acar un itati le in mod cert nu au mari me Cum ar fi atunci pos i b i l a exi stenta unei m ari m i compuse din (elemente) indivizibile? Cel putin numaru l aritmetic luat ca atare im pl ica un itat i abstracte" 8 1 C o ncep t i i l e p l at on i c i e ne p o s t u l a u n u m e r e l e i d e a l e s i n u m e re l e matematice ca separate de l ucruri, de real itatea sen s i b i la, in timp ce n ume re le pitagore ice fi ind " c o n c ret- s pat i ale" si d e c i intr- un sens "materiale", cac i pentru pitagorei numerele inseamna l ucruri cu exi stenta reala; ei numesc n umar cele exi stente ori real itatea onti ca este cea materiala Ori, unitatile d i n text sunt monadele in acceptia greci lor vechi, s i de aceea numarul format din unitati abstracte este num it arithmos monadikos Deoarece un itati le sunt concepute ca unitati abstracte, nu pot fi cons iderate m arim i elementare Raven cons idera ca sem n i ficativa definitia data in "Metafizica" lui Ari stotel, conform careia numerele fu nctioneaza ca materia din lucruri O astfel de definitie sugereaza i nterpretarea potrivit careia U niversul alcatuit d in numere semn ifica fapul ca obiectele d i n natura sunt alcatuite prin "agregarea unitatilor-puncte de tip ul atomilor" identi ficam d i n aceasta perspect i v a o conceptie d e s p re " materialitatea" i p o stazei pri mordiale a numaru l u i ; dev ine i nte l igi b i la teoria despre num erele constitutive ale st ih i i lor Universul u i : corpul intreg are numarul 2 i O, focul are numaru l 1 1 , aeru l are numaru l 1 3 , iar apa numarul 9 C o e re nt c u a c e a s t a v i z i u n e E k p h an t o s , r e p r e z e n t a n t a l p i tagore i s m u l u i mediu (secol u l al iV- iea), v a sustine ca princ i p i i l e lucruri lor sunt corpuri le indivizib i l e si v id u l Ekphantos este pri m u l pitagoreu care a vorbit despre natura corporal a a unitati lor pitagore i ce, incat Raven [ 1 ] a spus despre el ca a elaborat o teorie "corporal-atomista" despre numerele-unitati Nu se stie sigur daca pana ia Ekphantos unitati le se mai numeau s i corpuri s i, oricum, Aristotel nu adm itea unitati atomare sau corporale; ch iar numerele compuse d i n mai m u lte unitati erau pentru Stagirit sim ple abstracti i, fara marime sau greutate, adica fara proprietati fizice ale corpuri lor Cercetatori i doctrinei p itagore ice a numaru l u i sustin ca decada este natura numaru l u i , dar v i rtual itatea (dynamis) numarul u i se gaseste in numaru l patru si in tetrada Porn ind de ia unitate si punand pe rand toate numerele pana la patru si apoi ins umandu-ie obti nem numaru l zece (unitati); p r i n depas irea tetradei se trece d i ncolo de n u m aru l zece 82 i ·, xpl icit, decada este consi derata un ansam blu rezu ltat di n tetraktys sau r v aternar, ad ica din suma primelor patru numere ( i + 2 + 3 + 4 = 1 O), care reprezinta in acelas i timp al patrulea numar triungh iular, daca privim oranduirea, d i spunerea un itati lor sub forma figuri i regu l ate: C o m ponenti i tetraktys- u l u i se caracteri zeaza p r i n proprietati rem arcabi le: 1 reprezinta un itatea; 2 este pri m u l numar par; 3 este primul numar im par; iar 4 este pri m u l patrat perfect iar decada si ntetizeaza aceste propri etati si proport i i l e numerelor inc luse in conti nutu l ei, raporturi le care se pot stab i l i intre ele pentru a genera pe de o parte fi gurile geom etrice si armon i i l e sunetelor, pe de alta parte, seria numerelor naturale, ambele concepte fii nd core late in cadrul num erelor figu rate (cf M Nasta [ i , p 1 0 8 ) Poate c a asemenea virtuti demiurgice ale tetraktys-ului, care constituie insasi forma decadei, i-au detenn inat pe matematicienii si filosofii greci (indeosebi pe cei apartinand traditiei pitagoreice) sa- l numeasca numar pur sau divin si simbolul universului Poate din aceasta cauza pitagoreii invocau tetrada ca fiind cel mai mare juramant: tetrakys-ul, numar ce cuprinde izvorul si radacina vesnic curgatoarei naturi 2 6 P LATO N , PiTAG OR EiSM si ATOM iSM Popper [ 1 ] sustine ca doctrina centrala a l u i P l aton, cunoscuta s u b n u m e l e de "teorie a armelor" sau "teorie a ideilor" i s i are sorgintea in contextul situatiei probl ematice, critice a sti i ntei din Grec ia antica, ad ica intr-un context extra-fi losofie in afara acestei s ituatii problematice a st iintei, la care vom face referiri, particu l aritatea si i nfluenta p l atonism u l ui in istori a cu ltur i i umane, i n spec ial a sti intei s i fi losofiei, nu pot fi intelese 83 ,,Teoria formelor" a l u i P laton, tintim conectata concepti i lor lui Pitagora si Dem ocrit, acestea ele insele i m p l icate in am intita situatie critica, "criza'' a stiintei antice grecesti, isi are radacina in vulnerabil itatea acestor doctrine filosofice v i s-a-v is de fenomen u l dramatic al st i i ntei provocat de "irational e" A fost meritul fi losofiei platon iciene de a fi constientizat acest rem arcab i l fenomen si de a fi intel es in contextul de avanscena ce ii revenea geometriei comparat iv cu aritmeti c a, ia aceasta din urma fi ind prea atasate doctrinele pitagoreica si ato m i sta "Emanciparea geometriei", la c are platoni sm u l a contribu it enorm, se va cri stal iza" in final la forma s i stem u l u i l u i Euc l i d d in "Elementele" sale, cea mai i mportanta, prim a si cea m ai i nfluenta teori e deductiva, axiomatica pe care omul a constru it-o vreodata Geometria va deveni de acum inainte o "componenta-cadru" a teoriei noastre asupra lumii, faci litand progresele realizate de Aristarh, Newton sau Einstein, si va influenta, in cal itatea ei de teorie geometrica a lumii, constructia marilor "Weltbild-uri", tablouri sti intifice fizice asupra universului Esecul pitagoreismului, atomi s m u l u i s-a convertit, pe aceasta cale, intr-o m are rea l izare i nte l ect u a l a de t i n uta i storica, d ar, conc h i de Popper [ 1 ] , situatia prob lematica care a dat nastere unei filosofii profunde a fost uitata, iar problemele fi losofice n-au fost d i n acest motiv intelese decit superfic ial Spuneam mai la inceput ca teoria p l atoniciana a formelor este intim conectata de teoria pitagoric iana, atat prin origine cat si prin continut, aceasta d i n urma avind ca nucleu doctrinar teza ca "toate lucrurile sunt in esenta numere" Pitagora a fac ut aceasta general izare - toate l ucrurile sunt in esenta numere sau raporturi, proporti i numerice - i mpres ionat fi ind de doua m ari descoperiri: prima este in legatura cu un fenomen calitativ, armonia, care e bazata pe raporturi (ratios) pure ca 1 : 2 ; 2 : 3 ; 3 : 4 ; a doua s e refera l a unghiul drept obtinut prin indoirea, impaturirea de doua ori a hartiei, astfel ca cele doua cute formeaza o d i agonala care, de asemenea, este legata de raporturi numerice: 3 : 4 : 5 sau 5 : 1 2 : 1 3 care reprezinta latu r i l e triu ngh i u l u i dreptungh ic i d ee a s-a doved it 84 fructuoasa, remarca K R Popper [ 1 ], priv ind d iferite figur i geometrice patrate, triungh i uri dreptungh ice si isoscele, sol ide s i mple ca piram i de, tratarea prob lemelor respective fi i n d bazata pe "gnomon" Cu aj utoru l d i agrame lor pun ctuale pitagore ice intel egem ce este un gnomon, dar si cum se constru iesc numeric d iferitele figuri geometrice - patrate, triu ngh iuri, dreptungh i u ri, solide (in fapt numere patrate, triungh i uri, oblonge etc ) Dar nu numai formele sunt numere sau raporturi de numere, deci nu numai confi g u rat i i l e lucruri lor, ci si proprietati abstracte ca armon ia, j ustitia, d i rectia etc Pe aceasta cale pitagore i i au constru it teoria lor generala, conform careia numerele s unt "esentele rationale" ale tuturor l ucruri lor K R Popper face i poteza ca dezvo ltarea copcepti ei pitagoreiciene a fost i nfluentata de s i m i l aritatea d i agramelor punctuale cu d i agramele constelati i lor ca Leu, Scorpion etc "Daca " Leu" este un aranj ament de puncte, trebuie sa aiba un numar i n acest mod pitagoreismul pare sa fie conectat cu cred inta ca numerele s au "formele", sunt configurati i ceresti ale lucrurilor" ( Popper [ 1 , p 7 8 ] ) Sa vedem con structia bazata pe gnom on, fo losind d i agramele punctuale, ale diferitelor figuri (con figurati i, forme) geometrice in cele ce urm eaza reproducem aceasta constructie dupa K R Popper [ 1 , p 76] ) Un patrat poate fi reprezentat p r i n patru puncte i n felul urmator: aceasta constructie poate fi interpretata ca un rezultat a l adaugirii a trei puncte la un punct d i n partea stan ga de sus pe care il m arcam astfe l : J · Cele trei puncte formeaza gnomon u l Putem adauga un nou gnomon format ac um d i n c i nci sau mai multe puncte: =:J : 8 5 Fie siru l de numere impare : i , 3 , 5, 7, ; se constata usor ca fiecare dintre numerele sirului constitu ie un gnomon al unui patrat si ca sumele: i , i+ 3 ; 1 + 3 + 5 ; i + 3 + 5 + 7 ; sunt num ere patrate; iar daca n este numarul punctelor de pe o latura a unui patrat, atunc i aria (suma tuturor punctelor) este n2, egala cu suma primelor n num ere pare Abord area in cazu l triunghi uri lor ech i l aterale este sugerata de un triunghi, care creste in j os prin adaugarea a inca unei noi l i n i i orizontale de puncte, unde de data aceasta gnomonul este reprezentat de ultima l in ie orizontala, i ar fiecare element al s irului i , 2, 3 , 4 este un gnom on N umerele tri ungh i u l are sunt numerele i + 2 ; i + 2 + 3; 1 + 2 + 3 + 4; etc , deci sume ale primelor n numere naturale Daca asezam doua asemenea tri ungh i uri latura langa l atura ca in diagrama urmatoare obtinem paralelogram ul cu l atura orizontal a n + i ; i ar cealalta n si care contine n( i + 1 ) puncte, fi i nd format d i n doua triunghiuri i soscele: "N umerele ob long" se obtin con form d i agram e i : Deci numerele dreptunghice (al fi guri lor dreptungh i u l are) a u gnomon un numar par, e l e fi ind s ume d e numere pare: 2 + 4 + 6 ; 8 6 cons iderati i le se extind si la sol ide si obtinem num ere c u b i ce, piram idale etc Teoria pitagori c i ana veche contine un el ement interesant, stran iu c h i ar, dar relevant pentru mod u l de gand ire al autori lor s i adepti lor ei􀌹 este vorba de tabelul opusilor si c are are l a baza o d i stinctie de ord i n aritmetic: numere pare s i num ere i m pare: unu r n u ltiplu impar par m ascu l i n fem i n i n existenta deven ire determ i n at i ndeterm i n at patrat oblong rest i l i n i u curb d rept stang lumina intuneric bun rau Lectura si i nterpretarea tab lou l u i ne arata ca numere sunt nu numai figuri le geometrice, ci si ideile abstracte ca dreptate, armon ie, sanatate, frumusete, cunoastere Teoria t impurie p l atoni c i ana a idei lor preia acest tabel al opusi lor aproape nemo d i fi cat, si con s idera ca l atura "buna" a acestu i a este relevanta pentru "un un ivers i nv izi b i l al unei rea l itati mai inalte, al nesc h i m bari i s i forme lor determ i n ate ale tuturor lucruri lor cunoasterea adevarata s i certa ( episteme = scientia = science) poate fi numai despre acest u n i vers real s i etern" (Popper [ 1 ] ), in timp ce " lumea v iz ib i la a sch i mbarii s i fluxului in care noi traim si murim, lumea generari i s i d i structiei, l umea experientei este numai u n fe l d e reflectie sau cop i e a acelei l u m i reale, este n u m a i o lume a aparentei " (Popper[ 1 ] ) Acestei l u m i i i este asoci ata cunaosterea ca doxa (opin i e), cunostinte plauz i b i le, dar i ncerte, ale muritori lor supusi grese l i i D a r P l ato n v a i nt e r p re t a " ta b l o u l op us ilor" p r i n p r i s m a parmen i d i ana, o provocare care va conduce la doctri na atom ista Recunoasterea i nfluentei pi tagore i s m u l u i asupra l u i P laton nu trebu ie sa duca ia o " identitate" de v iziun i ale celor doi gand itori greci 8 7 referitor la re latia n umere si lucruri U n i i exegeti com para concepti i le lui Platon s i Pitagora cu aj utoru l d i stincti e i : imitatie s i participare Pitagore i i afirma "lucrurile imita numere", in timp ce platonicien ii sustin teza ca , ,lucrurile partic ipa la n umere " Aceste e n u nt u r i p ar sa concentreze "nucleele" celor doua filosofii - pitagoreismul si platonismul - am be ie fi los o fi i de tip m atemat i c im itatia presupune separarea original u l u i si cop iei; ceea ce in context platon ic ian sem n i fica faptul ca ideile platon icien sunt "paradigme", "modele", iar l ucrurile sensi b i le, percepti b i le sun i m itati i, ( P l aton este sufic ient de expl icit asupra ac estui as pect ) i n context p i tagoric ian, sem n i fi c at i a este rad i c a l sch im bata, d iferenta d e n ivele (ontologice) de real itate, prezenta i n platon ism, este a i c i ,,dizolvata", cac i enuntul " l ucruri le im ita numere" sugereaza ca pitagoreii pun pe acelasi plan real itatea numerica si realitatea naturala, de fapt o asemanare intre m ultimea numaru lui si mu ltimea lucru l u i Sa mai observam ca dupa M J ackon [ i ] trebuie fac uta o d i stinctie rad icala intre P l aton [ 7 ] (teoria partic i pari i la ide i ) si d ialoguri le lui Platon , [ 4 ] , [i O ] , unde ide i le sunt in locu ite cu tipuri naturale; si sa adaugam ca n otiunea de "participare" pre l uata d i n vocabu laru l l u i Anaxagoras are o sem ni ficatie, sens m aterial, care ar trebu i restituita pi tagoreism u l u i , in v i rtutea continutului doctri nei, des i, paradoxal, este "favorizata" de contexte de vorb ire platon i c i ana Oricum, asemanari le s au neasemanar i l e verbale n u par sa fie conv i ngat oare, i ar i ntervert i r i le term e n i lor in cauza "im itatie" si "participare" pot fi i ndezirabi le si chiar nej usti ficate Opozitia profu nda d intre pitagoreism si platonism ar putea fi re l ev ata pri n term en i i : " imane nta p itagoric i ana" s i "transcendenta p l ato n i c i an a", ceea ce sem n i fica (in prim u l caz) u n ac elasi plan o nto logic al l ucruri lor s i n umerel or, respect iv (in a l doi lea c az) o d i ferenta, separare d e n ivele ontologice cu caracteristic i distincte s i marcat opuse, ca in i nterpretarea platonic iana a tabloului pitagore ic al opus i lor Urmandu- l pe P l aton, stii nta numerelor poarta nu asupra lucrurilor l uate in s ine, ci asupra caracterel or, determ i nati lor acestora i n P l aton [ 4] pri nci p i u l acestor determ i nati i este form u lat exp l icit si prec i s : "egal ul si ega l itatea si dupa 8 8 l·gal dublul si tot ceea ce ar fi raportu l numaru l u i c u nu maru l si al masuri i c u masura" Ca etalon al masurari i (masuri i) s i n u m arar i i se apl ica tipuri de determ i n are, ti puri ideale, luate in s i ne, real itati autonome, ce se con st itu i e ca un p l an s u perior al adevaru l u i s au ex i stente i la c are procedeaza part ic iparea: "Marele" si "Micul" sunt asemenea tipuri Platon s i platonismul au radac i n i com plexe in trad itia fi losofica si 􀌸t i i ntifica, i ar pitagore ismul este numai una O a doua este teoria atomista a l u i Democrit, l a randu l ei influentata de pitagoreism, cel puti n este neindoielnic ca acesta a sugerat, prefigurat un atom ism foarte prim itiv scoal a l u i Democrit a s uferit i n fl uente indubit ab i l e ale sco l i i eleate (Parmenide si Zenon) Democrit a fost preoc upat de obti nerea unei intel egeri rationale a sch imbari i , m iscarii, o problema derivata in m od cert d i n fi l osofia l u i Herac l it, deci d i n gandirea ''ion iana mai curand decat d i n cea p itagoreica; aceasta idee este vad it compatibi la cu filosofia naturala, sau a n aturi i , pe care o practicau ganditorii din ionia Paradoxal este faptul ca desi Parmen ide n u a fost "fizi c i an" - des igur, in sensul antic al tennenul u i atribuit preocupari lor presocratici lor d i n ionia - el a fost cons iderat aproape un intemeietor al fizic i i teoretice, ed ificand, cum rem arca Ari stotel, in spirit ant ifizical, primul si stem i potetico-deductiv ce a i n augurat o lunga serie de si steme ale teori i lor fizice, d i n ce in ce mai perfectionate, urmare a constientizari i ca sistemu l mai vechi ( d i n seri e) a fo s t falsi ficat de fapte a l e experientei, consecintele derivate din i poteze fiind respinse empiric; ar m ai fi aici de dezvoltat meritel e lui Parmenide in planul metodologicei st i i ntei ca si rezonanta actuala a constructiei s ale teoreti ce, daca avem in vedere ca azi se considera ca natura stii ntei contem porane este relevant ,,capturata" de noti unea de s istem ipoteti co-deductiv Dupa parafrazarea data de Popper [ i , p 80, 8 1 ] teoria (deductiva) a lu Parmenide contin urmatoarele: 1 ) Numai ceea ce este, este 2) Ceea ce nu este, nu exista 3 ) Non-existenta (nefi i nta), ad ica vidul, nu exista 4) Lumea este p l i na 89 5 ) Lumea (un iversul) nu are parti; ea este un bloc imens (deoarece este p l i na); 6) M i scarea este impos i b i la (deoarece nu exi sta spatiu vid) in care ceva s-ar putea m isca; 5) si 6) au fost falsificate de fapte si Democrit a argumentat d in falsitatea concluziei urmatoarele pre m i se: 6 ' ) Exista m i scarea (astfel m i scarea este pos i b i la); 5 ' ) Lumea are parti ; 4 ' ) Lumea nu poate fi p l ina Dar concl ictu l d intre teoria lui Parmeni de si observati i a condus la aparitia primei teori i fizice a materiei, teoria atomi sta a l u i Democrit Problema centrala, am spune, in teoria lui Parmen ide este cea a m i scari i intim legata cu prob lema paradoxelor El vedea o sol utie a problemei paradoxelor in declararea m iscarii ca aparenta; d in faptul ca este impos ibil sa intelegem in mod rational mi scarea, Parmen i de conchidea ca nu exista realmente sch im bare, m i scare Ration amentul lui Parmen ide priv ind impos i b i l itatea m iscarii este parafrazat de K R Popper [ i , p 80] astfe l : " Daca un lucru X se sch imba, atunci in m o d clar n u mai este acelasi l ucru X Pe de alta parte, nu putem spune ca X se sch imba fara implicarea ca X pers ista in t i m pu l schimbarii, ca este acelasi lucru X, la inceputul si sfars itu l schimbarii Am aj uns la o contradictie si ca ideea unui l ucru care se sch imba si deci ideea sch imbari i este i m posi b i la" stim astazi ca Hegel , Marx si Engels considerau fi losofi i le care neaga contradicti i le ca fi ind metafizice, in timp ce ei vedeau contradi cti i le ca omn i prezente" Sa u rmarim acum u n e l e a s pecte ale genezei atom i s m u l u i l a Democrit in pri m u l rand, Vidul (sau n on- existenta) exista ( 3 ' ), o asertiune fundamentala in doctrina atom i sta se obtine astfe l : i n ferenta din existenta m iscar i i la cea a vidul u i nu este val ida deoarece i nferenta l u i Parmenide d in cea a " p l i n u l u i" lum i i la impo s i b i l itatea m i scari i n u este val ida in al doi lea rand, cu pri v i re la lucruri (fi inta, existenta), opuse vidului, Democrit a im partasit conceptia l u i Parmen ide si anume, ca si acesta, a afirmat ca nu au part i, sunt ind ivizibile, neavand vidul inauntru 90 Teoria atom ista sustine, deci, ca l umea, este formata d in atomi (un iversuri bloc indivizibile), care nu se sch i m ba, si vid Miscarea poate fi exp l icata rational in cadrul teoriei atomiste, ea este produsa de rearanj area atom i lor in spatiu si, deci, orice sch im bare este m iscare Deoarece noutatea tine de acest aranjament, sch imbarile vi itoare pot fi prezise Teoria lui Democrit a fost partial acceptata de Platon , care a retinut mu lte din doctri na atom ista, dar criticata de Ari stote l, care concepea sch im barea, m i scarea, ca desfasu rare a potential itati lor inerente ale substantelor (esential) nesch imbatoare , ,A tom ii", un fel de "forme" care nu constitu ie subiect la n ici o schi mbare, contraveneau teoriei lui Ari stotel a substantelor ca subi ecte ale sch imbari i ; totus i teoria l u i Democrit, conform carei orice sch i m bare trebu ie sa fie exp l i cata prin m i scare, a fost adm isa tac it ca program de lucru in fizi ca, cadru l teoretic al expl i catiei pro p r i etat i l or mate r i e i e m p i r i c c u n o s c u te si d i sc utate de i o n i en i : com pres ibi i itate, refractie, conden sare, coeren ta, dezintegrare Dar a oferit nu numai o explicatie a fenomenelor observate in experienta ci si un princ ipiu metodo logic, si anume ca o teorie deductiva, sau o expl icatie, trebuie "sa salveze fenomenele'', ceea ce sem n i fica un acord al ei cu experienta O alta ratiune profunda pentru care teoria lui Democrit trebu ie aprec i ata este urmatoarea: "a aratat ca o teorie poate fi specu lativa si bazata pe pri n c i p i u l fundamental parmen i d i an ca lumea trebuie sa fie intel easa prin gan d i re argumentati va, d i ferita de, lumea primafacie, a experientei, vazuta, auzita, pipaita etc , si ca o asemenea teorie speculativa poate accepta criter i u l empirist, ca " v i z i b i l u l " este cel care decide acceptatrea sau respingerea unei teor i i a "i nvizi b i l u l ui" (astfel ca atom i i) Aceasta filosofie a ramas fu ndamentala pentru intreaga dezvol tare a fizic i i si a cont i n uat sa intre in confl i ct cu tend intele fi losofice rel at i v i ste s i pozitivi ste" ( K R Popper [ i , p 82] ) Atom ismul democritian s-a constitu it in mare masura ca u n "punct de vedere-replica" la fi losofia lui Parmenide si Zenon, pri n respingerea con c l uzi i lor acestuia d i n urma N u se stie cand descoperirea (si demonstratia) " irationalitatii radacin ii patrate a lui doi au fost cunoscute publ ic, in consecinta este 9 1 nesigur daca Democrit a avut cunostinta de problema irationalelor, deoarece, altfel, ar fi trasat o strategie de aparare impotriva "loviturii" care venea din aceasta directie si care a marcat esecul pitagoreismului C um stim, am bele doctrine, pitagoreismul si atom ismul, s-au bazat pe ideea ca orice masurare este calculare, numarare, socotire cu unitati naturale, deci, orice masurare trebuie sa fie reducti b i la la n umere pure􀌹 distanta d intre orice doua puncte ato m are tre b u i e sa fi e com e n s u r ab i l a, ori se i n tam p l a sa a v e m incomensurabilitate i n cazuri simple, ca cele dintre colturile u n u i patrat, d i n cauza incomensurabil itatii diagonalei d c u latura a incomensurabil itatea semn ifica nonexistenta raportului de numere naturale, dar nu semni fica incomensurabil itatea prin metode geometrice sau prin masurare, ci doar incom parabil itate prin metode aritmetice de numarare (calcul) sau prin numere naturale, inclusiv metoda pitagoreica a comparari i rapoarte lor numerelor naturale Pitagoricienii a u initiat masura sti intifica numerica; era mai curand "counting" decat "measuring" pentru pitagoricien i Descoperirea "incomensurab ilitatii", , irationalitatii" a subm inat credinta ordinului pitagoreic, a distrus speranta derivarii cosmologiei si chiar a geometriei din aritmetica numerelor naturale, constata Popper [ 1 ] Platon, spune Popper [ 1 ] , a fost aproape de scoala el eata, si deci antipat i c fata de Democrit, d ar, paradoxa l , era un fel de ato m i st Contri butia l u i P laton la dezvoltarea stiinte i v ine, afirma Popper, d i n c o n s t i e n t i z a rea "pro b le m e i irat i o n a le lor " s i d i n m o d i fi c ar e a pitagoreismului si atomismului cu scopul de meniul logicii cuantificari i investigatiile d i n logica cuantificarii corecteaza conceptia kantiana despre logica, j ustifica inferentele m atematicii ca inferente sintetice si-l reab il iteaza pe fi losoful german Dej a am anticipat cate ceva din destinul mult mai s i nuos al celorlalte distinctii conceptuale marcante: analitic si sintetic Frege l-a considerat pe Kant exponentul principal al punctului de vedere, dupa care propozitiile m atem aticii sunt s intetice, dar nu a acceptat distinctia kantiana intre cele doua tipuri de judecati Frege [ 1 ] spune ca un adevar este analitic daca pentru demonstrarea lui facem ape l numai la leg i le logicii generale si la definitii, iar sintetic este un adevar pentru a carui demonstratie folosim premise care nu sunt de natura general logica Se stie ca imm Kant a legat adevarul judecatilor anal itice de principiul noncontrad ictiei, si prin aceasta el era aproape de punctul de vedere al logicianului de la i ena Obiectia adusa conceptiei kantiene deriva din faptul ca fi losoful de la Konigsberg a operat cu un concept de logica inadecvat, in sensul de prea restrans, caci, atunci cind e l se intreba daca conceptul predicat era sau nu continut in conceptul subiect al unei judecati, opera cu un criteriu valab i l numai pentru j udecatile universal-afirmative din cunoscuta schema a l u i Aristotel Kneale, W si M [ 1 , p 7 5 ] comenteaza atitudinea lui F rege fata d e distinctia kantiana amintita, (analitic-sintetic), in fe l u l urmator: ,,i n j ud ecati l e s i ngu l are sau existentiale conceptul de subiect nu apare Se pare ca el (Kant) concepea definitia unui concept complex doar ca o lista de note, in timp ce definitiile cu adevarat importante din m atematica, de exemplu aceea a continu itati i 1 79 unei functii, nu sunt de acest tip Aici Frege pune degetul pe o carenta a logicii traditionale care nu fusese observata nici macar de acei predecesori ai sai care s-au interesat cel mai indeaproape de aceasta chestiune Leibn iz, de exemplu, cons idera conceptele si definiti ile in man iera propusa de analiza adevarurilor anal itice la Kant; dupa cum am vazut, acesta a si fost motivul principal pentru care el nu a reusit niciodata sa dea un exemplu convingator al mari i dezvoltari pe care a proclamat-o in scrieri le sale de logica" Este evident ca definitia frageeana a analiticului are in vedere proprietatea sa logica, mult mai compl exa decat cea traditionala, pe care o avea in vedere Kant O evaluare mai corecta a atitudin i i l u i Frege fa ta de Kant si formulare a sa a distinctiei analitic-sintetic ne obl iga, ca inainte de a ne referi la evoluti ile post-fregeene ale investigati ilor in domeniu, sa- l citam cu un pasaj semnificativ, caci daca critica di stinctia kantiana dintre adevaruri le analitice si cele sintetice, relevanta ei pentru aritmetica, atitudinea lui nu se reduce la aceste aspecte: "Pentru a nu-mi atrage reprosul de a fi cautat sa sicanez un geniu pe care toti nu- l putem privi decat cu adm iratie recunoscatoare, cred ca este cazul sa reliefez si acordul de idei, care au o pondere cu mult mai mare Pentru a vorbi numai despre ceea ce este imediat relevant, vad un mare merit al lui Kant in distinctia d intre judecati le anal itice si cele sintetice Aratand ca adevaruri le geometriei sunt sintetice a priori, el ne-a relevat adevarata lor natura Acest lucru merita sa fie repetat si astazi, deoarece adesea el nu este recunoscut Desi Kant a gresit in ce priveste aritmetica, aceasta, cred eu, nu poate micsora in mod serios valoarea operei sale El a vrut sa arate ca exista judecati sintetice a priori; daca ele apar numai in geometrie sau se gasesc si in aritmetica, aceasta este un lucru de mai mica im portanta" (Frege ( 1 , p 89]) si chiar mai mult, Frege [ l ] , recunoaste lui Kant meritu l de a fi identificat in propozitiile sintetice a priori natura geometriei (in aceasta privinta el insusi este justificat de cercetarile fundationale, in contrast cu reprezentantii empirismului logic) Geometria se intemeiaza pe intuitie cum a afirmat Kant, recunoaste Frege, axiomele ei ramanand relevante pentru orice este intu i b i l spatial : " Pentru teluri le gandirii 1 80 conceptuale putem intotdeauna presupune contrariul uneia sau alteia dintre axiomele geometrice, fara a ajunge la o autocontradictie, atunci cand ajungem la astfel de concluzii care contravin intuitiei noastre Faptul ca aceasta este posibila arata ca axiomele geometriei sunt independente una de alta si de legile prim itive ale logici i si ca, deci, e le sunt sintetice" Frege insa nu a im partasit conceptia l u i Kant despre aritmetica, cons iderand ca " invocam prea usor intuitia noastra launtrica atunci cand nu putem ind ica vreun alt temei" ( cf Frege [ l , 1 2]) Asertiuni le kantiene despre natura aritmetici i sunt mai putin inte ligibi le in optica lui Frege si el face referitre la celebrul exemplu d i n Kant [ 1 , 2] " 7 + 5 = 1 2" Kant spune ca atunci cand efectuam adunarea acestor numere trebuie sa chemam in ajutor intuitia corespunzatoarte pentru unul d intre e le, de exemplu 5 degete ale noastre, fapte ce ii permite sa conchida ca j udecatile aritmetice sunt totdeuna sintetice, lucru cu atat mai valab i l cand este vorba de numere mari Este totusi absurd sa stabi lesti cu ajutorul intuitiei a 1 73 527 degete egalitatea " 1 3 5 664 + 3 7 863 = 1 73 5 27" Ori, acest fapt vine in contradictie cu asertiunea explicita a lui Kant deoarece ar urma sa doctrina kantiana este apl icabila numai numere lor m ici si nu si celor mari; daca demonstrarea formulelor cu numere d incolo de 1 O se poate real iza fara intuitie, atunci de ce nu s-ar putea intamp la acest lucru si pentru numere mai m ici? Aritmetica nu se refera la, si nu se bazeaza pe, degete, dupa cum nu se poate afirma ca geometria se refera la (chiar daca opereaza cu) puncte, l i n i i si plane; nici o intuitie nu poate garanta apl icab i litatea adevarurilor aritmetice la toate lucrurile care se numara Frege [ i ] a respins doctrina kantiana dupa care adevaruri le aritmetice sunt derivate din intuitie Rationamentul fregeean este urmatorul : daca adevarurile aritmetice sunt derivate prin intuitie, atunci aceste adevaruri sunt independente intre ele si de legile logicii, asa cum este cazul axiomelor lui Euclid; insa daca negam vreuna din propoziti i le aritmeticii, rezu ltatul nu va fi un nou sistem de aritmetica in v iziunea lui Frege, aritmetica este m ai adanca decat stiintele empirice si geometria, caci domeniul numarabilului este mai intins decat toate si nu poate fi intuit ci numai gandit, concluzie care trim ite la conexiunea legilor aritmetice 1 8 1 cu c e l e a l e gandiri i, re l evate de logica care poate oferi fundatia matematici i Dar, daca Frege a contesta rolul intu itiei i n fundarea aritmetic i i, Brouwer, intemeietoru l intuitionismului matematic contem poran, coautor, alaturi de Kant, al "m itu lu i doctrinei generale a intuitiei ca sursa infai l ibila a cunoasteri i", sustine un punct de vedere diferit, daca nu, chiar, opus celui al logicianului german, Brouwer considera ca mai curand doctrina kantiana asupra intuitiei pure a spatiului poate fi supusa criticii si corectiei in lumina geometrii lor neeucl idiene si chiar abandonata K R Popper scrie: "Nu avem nevoie de ea ( intuitia pura a spatiului) intrucat noi putem aritmetiza geometria: putem lua ca fundament teoria aritm etici i a l u i Kant s i doctrina sa ca aritmetica este intemeiata pe i ntuitia pura a timpului" Oricum, retinem ca ambele feluri de intuitie ce au stat la baza celor doua d iscipline matematice - aritmetica si geometria - au fost subminate de evoluti i le metodo logice si conceptual- teoreti ce ale cunoasterii Dar, pentru Kant intuitia era o sursa i n fa i l ib i la a cunoasterii , indeosebi, m atematice, si avea veritab il e antecedente istorice C u m a m aratat si i n turlea [ 1 ], Kant urmeaza in aceasta privinta pe Plotin (de la care preia dihotomia "intuitie" si "gandire discursiva"), si va accentua contrastul dintre acestea s i, des i observa ca geometria lui Euclid foloseste " i ntuitia pura", d iscursul "Elementelor" inainteaza prin demers d i scursi v, adica deductie logica Kant subl iniaza ideea ca axiomele matematici i se bazeaza pe intuitia pura, prezenta in "ori ce pas al demonstratiei geometrice" si considerati i analoage face si pentru aritmetica Termenul "intuitie" este central in teoria kantiana a cunoasteri i matematice (Kant [ 1 ], ) Kant spune ca "cunoasterea matematica este cunoasterea obtinuta de ratiune prin construirea conceptelor" Pentru imm Kant "a construi un concept inseamna a prezenta a priori o intuitie care corespunde conceptului" J Hintikka interpreteaza aceste asertiuni kantiene relevante pentru epistemologia sa a matematici i in maniera urmatoare: "Constructia este echivalenta cu trecerea de la un concept genc:ral la o intuitie care reprezi nta conceptul cu conditia ca 1 82 aceasta sa se realizeze fara apel la experienta" i ntuitia are la Kant in aceasta parte sensul de "ceva care reprezinta sau sta pentru un obiect indiv idual", "de idee particulara in opozitie cu conceptele generale", de "obiect singular"; in intuitie ,,nu se ia in cons ideratie decat actul construirii conceptului"; pe scurt, "intuitiv itate inseamna individual itate" in expunerea trancendentala din "Estetica transcendentala" ("Critica ratiunii pure") Kant a identificat intu itia cu facultatea umana a perceptiei, iar pentru el legatura dintre intu itie si sensibil itate nu are ceva evident, ci care trebuie demonstrat, deoarece se pot concepe alte fiinte care pot sa aibe intuitii, si pe alte cai decat s imturile Problema care i-a retinut atentia lui Kant a fost: cum se explica faptul ca cunoasterea obtinuta din intuiti i este apl i cabila intregii experiente? Credinta lui Kant era ca facultatea sensibilitatii ca sursa a legaturii dintrt reprezentantii individuali si conceptele generale asigura apl icabi litatea argumentelor matematice la intreaga experienta, iar modalitatea concreta ar fi adm iterea faptului ca "noi am pus" proprietatile si relati i le cu care au de-a face aceste argumente ori,aceste argumente au de-a face cu proprietati si relatii ale obiectelor individuale S ingura cale prin care noi putem pune proprietatile si relati ile m atematice cerute in toate obiectele indiv iduale este prin simturi l e noastre Aristote l [ 1 ] , cu m ulte secole inai ntea lui Kant, sustinuse ca perceptia sensibila este capabi la sa prinda particularii" si Hintikka conchide: "De aici decurge, pare sa fi gandit Kant, ca intreaga noastra cunoastere a obiectelor indiv iduale care li se aplica acestora un iversal si necesar este intr-adevar asupra proprietati lor si relatii lor pe care noi insine " le-am pus" in obiecte in actul senzatie i Dupa cum a m vazut aceasta este tocmai concl izia principala a lui Kant privind cunoasterea m atem atica" O concluzie care ii apare lui Hintikka nej ustificata, caci el continua: "Mi se pare ca veriga cea mai slaba in argumentarea lui Kant este supozitia aristotel ica d upa care noi putem avea cunoasterea particulari lor numai in perceptia sensibila Acesta este un lucru natural adm is numai atata vreme cat noi concepem cunoasterea umana ca o afacere mai degraba pasiva, ca o inregistrare a informatiei pe care noi o prim im din afara Aceasta supozitie aristotel ica ignora 1 83 complet activitati le pe care noi in real itate le real izam pentru a obtine cunoasterea asupra obiectelor individuale Mi se pare ca imm Kant ar fi trebuit sa se concentreze asupra acestor activitati mai degraba decat asupra inregistrari i senzatii lor Este instructiv de notat ca realmente Kant vorbeste despre "obiecte ce ne sunt date in senzati i" Daca am dreptate, atunci esecul real al lui Kant in teoria sa a m atematic i i i se datoreaza, ironic spus, neincrederi i in propri ile sale principii Deoarece noi stim ca intuitia sa generala a fost aceea de a sub l inia aspectele active si constructive ale cunoasteri i noastre; iar intr-un fel aceasta este tocmai ceea ce el a neglijat sa faca aici; pare un compl iment indirect sa se spuna ca imm Kant a esuat in teoria sa a m atematicii in masura in care punctul sau de vedere a fost ne-kantian" (Hintikka [ 4 ]) Pare paradoxal sa se repro seze lui Kant un anu m it gen de neconstructivism (filosofu l care inaintea oricarui alt ganditor a teoretizat despre cunoastere si adevar ca fi ind "constructie" ) , de care este responsabi l acest "reziduu comtemplativ" - natura pasiva a percepti ilor, element al epistemologiei kantiene, pe de o parte, inspirat de doctrina aristocratica a cunoasteri i ei inductive si empiriste, iar, pe de alta parte, datorat anumitor prem ise teoretice si conceptual e inerente sti inte i contemporane lui Daca a vorbi despre un esec al teoriei kantiene a cunoasterii matematice, asa face Hintikka, este prea mult, oricum, se poate recunoaste faptul ca teoria lui Kant despre sursele cunoasterii matematice a generat dificultati in spatiul problematic si metodologic al fi losofiei matematici i, la unele deja ne-am referit Daca dimens iunea veritabila a unei opere se invedereaza si prin influenta ei, atunci trebuie sa recunoastem ca cele trei programe fundationiste (logicismul, formalismul, intuition ismul), pe care le-a inspirat, au produ s rezultate spectac u loase in p l an u l investigatii lor fundational-metamatematice Dar, intuitia ramane, in continuare, partea vulnerabi la a teoriei kantiene a cunoasterii matematice Frege a contestat-o pentru fundarea aritmeticii, dar a adm is-o pentru geometrie; Brouwer a considerat superflua intuitia pura a spatiului, din moment ce geometria poate fi aritmetizata; dupa "detronarea euclidiana" 1 84 i ntuitiei aritmetice (pitagoreice) ca urmare a descoperirii "irationalelor" , prin Brouwer, asistam la "reabi l itarea" ro l u l u i aceste ia d in urma Geometri ile neeuclidiene au invalidat certitud inea oferita de intu itia geometrica (sau a spatiului), iar relativitatea speciala din teoria l u i Einstein a subm inat ideea unui t i m p u n i c si a unei simultaneitati absol ute pentru intuitia t i m pu l u i Dest i n u l i de i i de " int uitie" a fost contorsionat, antecedentele istorice se afla in opera lui Aristotel, P lotin, Sf Thomas, Descartes, fiind considerata perceptie (sensibila), dar si vizi une la Aristorel, la urmatori i doi calea divina de cunoastere (gandirea discursiva ramanand o cale umana de cunoastere), ca la Descartes sa fie considerata o facultate rationala K R Popper a descris sintetic si relevant doctrina kantiana a intuitiei spunand ca notiuni le noastre raman goale, sau analitice, pana cand nu' sunt apl icate la materialul care ne este dat de simturi ( intu itia sensibila), sau daca se apl ica acestui material sunt "concepte construite in intuitia noastra pura a spatiului si timpului" intuitii le de spatiu si timp sunt anterioare si fundeaza pe cele sens ibile Dar sistemul invariabil al intuitiei de tip kantian, convertit in m itul infailibilitatii intuitiei ca sursa de cunoastere, a fost puternic infirmat de progresul sti intific Doctrina lui Kant, dupa care geometria determina proprietati le spatiului in mod sintetic si totusi a priori si ca exista un singur spatiu empiric real si o singura geometrie, iar matematicienilor le revine menirea sa explice si sa j ustifice unicitatea si natura sintetic apriori a propozitiilor geometriei, a fost invalidata de evolutia sti intei cu privire la unicitatea geometriei si (deci) la legitim itatea intu itiei in turlea [ i ] am expus mutatiile la nive l u l intuitiei geometrice, set-teoreti ce etc , datorate unor fenomene remarcabile din stiinta: geometriile neeuclidiene, independenta ipotezei continuumului, teorema Lowenhei m Skolem Sa conchidem, urmand observatii ale lui Charles Parsons [ 1 , p 1 4 7], ca la Descartes "perceptia clara si distincta" exprima evident o alitudin {1 j oace un rol asemanator celui al perceptiei senzoriale in cunoasterea 11oastra a lumii cotidiene si a fizicii" Examinarea discursului godel i an, ( K Godel [ i ] ), releva ca intuitia matematica are cert un caracter de re, impl icand o relatie a unei persoane cu obiecte matematice Asa cum in vocabularul perceptiei senzoriale sunt prezente expresii ca "A vede pe x"; "A aude pe x" etc , ar urma, mutatis mutandis, sa le transferam in legatura cu conceptul de " intuitie matematica" Verbele perceptuale mai s u s - m e n t i o n ate i n d u c u n a n u m i t u z (o bj e c t - re la t i o n al uses ) Complementar acestui uz exi stapropositional attitude uses si care dintre acestea doua este mai fundamental este inca o problema controversata, dar, oricum, existenta lui object-relational use este evidenta Problema sta diferit, atunci cand ne referim la intuitia matematica si autori, precum Parsons, recunosc ca filosofi i nu s-au exprimat c lar asupra acestu i aspect Parsons propune sa distingem uzuri le complementare, anterior descri se, prin expresi i le " i ntu ition of' si " i ntuition that" si aceasta distinctie ii ajuta lui Parsons [ l , p 1 46] sa identifice o anum ita neclaritate in pasaj u l godel i an citat, si anume: Godel afi rm a ca exista " ceva asemanator unei percepti i a obiectelor teoriei m ultimilor" si acest lucru este " vazut din faptu l ca adevarul axiomelor ne constrange prin ele insele" Asadar, se conchide de la caracterul evident al anum itor enunturi care pot exprima intuitii "that" la existenta intuiti i lor "of' Prem isa poate fi disputata, chiar daca inferenta este admisa, pare sa fie o non sequitur "intu ition that" este o tema traditionala subsumata oricarei conceptii despre evidenta sau auto-evidenta a adevaruri lor de ratiune, unde aceasta nu este derivata din obicei, practica sau conventie" si exact pentru acest motiv analogia cu perceptia nu adm ite i l ustrarea fo los ita pentru o expl icatie a unei astfel de evidente rationale, sau poate sa marcheze d istinctia dintre existenta propozitiei autentic evidenta si aparenta ei pur si simplu ca fi ind adevarata La acest punct urmeaza ca analogia sa fie dezvoltata in directia "intuition of', simplu, din cauza prezentei unui obiect central pentru perceptie 1 87 Daca atitudinea lui Descartes condensata in a lui "perceptie clara si distincta" este in principal cert o "propositional attitude", Kant si Husserl promoveaza o conceptie despre intuitie ca fi ind angajati privind " intuition of' si unde obiectele pot fi chiar matematice; cel putin, asa cum am mai spus, la Kant "propositional atitude" nu are un rol expl icit "intuition of' decurge, insa, chiar din defin itie, deoarece o intuitie este o reprezentare singulara care, evident, este o reprezentare a unui obiect singu lar Kant spune ca prin i ntuitie cunoasterea are o "relatie imediata" cu obiectele, iar aceasta inseamna o prezenta d i recta a obiectu lui in gandire, ca in perceptie intuitia fum izeaza o evidenta imediata propozitii lor, ca de exemp lu, celor a le geometriei Parsons acrediteaza ideea ca nu se justifica controversa privind faptul ca dupa Kant "intuitia" (in particular "intu itia a priori"), confera evidenta care este imediata Caracterul imediat al evidentei, desigur, nu ar trebui redus la singularitate, cum propune Hintikka intu itie la Kant are c lar caracterul de "intuition of', iar Husserl [ 1 ] opereaza in fenomenologia sa cu o " intuitie categoriala", adica o intuitie a esentelor, si in Jdeen (Husserl ) incearca sa dezvolte o teorie a evidentei rationale bazata pe analogia cu perceptia, perceptia fiind a unui obiect, constituind, o trasatura d istinctiva a conceptiei sale si, deoarece Husserl a inteles evidenta rationala ca intuitie, el a intreprins un demers expl icativ unitar al celor doua feluri de intuitie: "intu ition of' s i " i ntu ition that" Daca ide i le husserliene au avut im pact asupra concepti i lor lui Weyl si Godel, fi losofia kantiana a fost cons iderabil mai influenta in sfera fundamentelor m atematic i i, ca si a filosofiei actuale a matematic i i Caracteru l intu itiv al matematicii finitare, descrisa de conceptia lui Hilbert, s-a bazat pe filosofia kantiana, in particular pe intuitia pura, asa cum a fost aceasta configurata in teoria lui Kant despre geometrie si, poate, mai putin pe teoria lui a aritmetici i; in ceea ce priveste intuition ismul, acesta a retinut notiunea kantiana de timp ca forma a s imtului intern Godel spune textual ca, ceea ce Hilbert intelege prin ,,Anschaung" (intuitie) este, in mod esential, intuitia spatio-temporala a lui Kant, l i m itata la configuratii de un numar fin it de obiecte d iscrete: acest fe l de intuitie, in contradictie cu notiunea de intu itie din Godel [ 1 ], este numita intuitie concreta 1 8 8 4 3 NATU RA A RGUMENTELOR MATEMATiCE, A RATiONAMENTU LU i MATEMATiC; ' W V W W MATEMATiCA PU RA si MATEMATiCA A PLiCATA Sensuri le iii (c)-(d) ale analiticitatii din l ista lui Hintikka , in fapt, sunt, considera insusi autorul, variatiuni pe ideea fundamentala iii si ofera o reconstructie adecvata a notiun ii kantiene de analiticitate cu care a operat fi losoful german in filosofia matematicii Kant considera ca esenta metodei matematice consta in folosirea individualilor, distincti de conceptele generale, si care confereau caracter sintetic argumentelor matematice Un termen relevant in filosofia matem aticii, dar specific kantian, este cel de constructie, pe care e l il definea in "Critica ratiun ii pure" ca " introducere" sau " exp unere " li' priori a unei intuitii ce corespunde conceptului general Prin i ntuitie la Kant se intelege reprezentantul unui individual Prin urmare, refacand caracterizarea de mai sus, o constructie (matematica constru ieste concepte) in sens kantian este introducerea (a priori) a unui reprezentant al unui individual pentru a i l u stra u n c o n c e p t g e n e ra l , i d e e, d ej a p rezenta in Kant [ 1 ] ; matematicienii considera conceptele generale in concreto, adica prin instantele lor individuale s i, cum deja am retinut ca in alta parte, Hintikka [ 4] propune interpretarea " intuitivitate = individualitate", intelegem analogia de conceptie asupra naturii rationamentului matematic intre Descartes si Kant Sensul l l l (din l i sta lui Hintikka) are legatura directa cu filosofia matematicii a lui Kant Dintre intrebarile interesante, provocatoare si ferti le in investigatia fi losofiei kantiene a m atem at i c i i , H i nt ikka mentioneaza urmatoarele: "Sunt moduri le de argumentare pe care Kant le considera a fi tipic m atematice, dar pe care noi astazi le clasificam ca apartinand teoriei cuantificarii, realmente sintetice in sensul iii, cum credea Kant?" Hintikka amana raspunsul la aceasta intrebare, dar stim ca in alte prelegeri el l-a j ustificat pe Kant cu ajutorul logicii cuantificarii Grupu l al ii- lea al sen surilor analiticitati i, remarca Hintikka, reprezinta o foarte buna reconstructie a notiunii kantiene de analiticitate, 1 89 asa cum filoso fu l german a folosit-o in fi losofia matematici i lata acum prezentarea acestu i grup: (Cf Hintikka ) : " i i i" Un pas argumentativ este analitic daca el nu introduce noi individual i in discutie; i ii( a) Un argument anal itic nu poate conduce de la existenta unui i ndividual la existenta unui individual diferit; iii(b) Un pas argumentativ este anal itic daca e l nu sporeste n umaru l individual i lor considerati in relatia lor reciproca; i il(c) Un pas argumentativ este analitic daca gradu l concluziei nu este mai mare decat gradul a cel putin uneia d intre prem ise; ii i(d) Un argument este anal itic daca toti pas i i lui sunt anal itici in sensul ii i(c); i il(e) O demonstratie a enuntu l u i S 1 d i n S0 este anal itica daca n ic i un enunt care apare c a stadi u intermed iar al acestei demonsfratii nu are grad mai inalt decat S0 si S 1 • (Prezentam, fi ind necesar in d i scutie si) Sensu l iV: Un pas argumentativ este anal itic daca informatia adusa de concluzie nu este mai mare decat i nform atia adusa de premi se (Adevarul analitic este adevarul tautologic)" Asadar, ceea ce este esential de notat pentru intregu l grup i i i este urmatorul aspect: "o inferenta este anal itica daca in ea se analizeaza doar interrelati i le individual i lor care au fost dej a mentionati in prem ise, fara a "trece d incolo" de ei, in sensul considerarii altor individual i" Anal iza unui enunt releva ca gradul lui este dat de numarul maxim al individuali lor considerati impreuna in relatia lor reciproca, in orice parte a enuntu lui Formal, gradul unui enunt cuantificational este alcatu it din suma a doi membri - numarul termeni lor s i ngulari l i beri continuti in el si numarul d i feritelor straturi d e cuantifi catori pe care ii contine si care constituie adancimea lui (Cf Hintikka ) Prezentam, dupa Hintikka , unele rezultate din logica cuantificari i care reab i liteaza notiunea de sintetic a priori, centrala in fi losofia kantiana a matematicii, relevanta despre natura inferentelor, in general spus, a propozitii lor matematicii, notiune despre care uni i membri ai C ercu l u i de la Viena, l an s a n d d i hotom ia " a nal i t i c - s i ntet i c", supranum ita de Quine [ i ] o "dogma a empirismului", au vorbit in term en i i "dizolvarii" e i O r i c e e n u n t cuantificational consistent are o forma normala d istributiva, o disj unctie a anum itor conjuncti i num ite "constituenti", 1 90 forma normala ce este o general izare a ceea ce este cunoscut ca fi ind forma normala disj unctiva completa a logicii propozitionale; fiecare constituent care nu are nici un termen singular poseda structura: 1) (Ex)C x) (Ex)C x) (Ex)Cn(x) (Ux) [C1 (x) V C x) V V Cn(x)] in care C (x), daca constituentul respectiv nu are adancimea unu, are i iarasi o asemenea structura, care este reprezentativa pentru structura constituienti lor, in general ,,in cazul general, membr i i aditionali insisi ai constructiei ( 1) sunt conj uncti i de enunturi atom are negate si nenegate i n p lus, in cazul general pot fi prezenti in enunturile C1(x) termeni singulari l iberi Diferenta principala dintre formele normale distributive ale logici i propozitionale si ale teoriei cuantificari i monadice ( i -ara), pe de o parte, si cazul general (constituenti de adancimea doi sau mai mult), pe de alta, este aceea ca, in cazul general, unii d intre constituenti sunt inconsistenti Acest fapt se vede imediat ca este relevant pentru unul din sensuri le analiticitatii Daca ( 1) este inconsistent, negatia sa este logic adevarata Aceasta negatie se observa repede ca este echivalenta cu enuntul urmator: 2) [(Ex)C x) (Ex)C x) (Ex)Cn(x) 􀀬 􀛟 ( Ex) 􀛠 C 1 (x) 􀏣 C2(x) 􀏣 Cn(x)] Enuntul (2) ofera posibi litatea de a infera existenta unui i nd iv idual de un gen anumit d in existenta unui numar de individuali diferiti de el, avand proprietati d iferite, adica autorizeaza o inferenta inter-individuala Aceasta inferenta si enuntul (2) s unt s intetice in sensu l iii( a), sens caracteristic pentru filosofia lu i Kant Un adevar este s intetic in sensul iii( a) daca e l apare prin e l im inarea constituentilor inconsistenti si, din acest punct de vedere, se poate spune ca m ulte dintre adevaruri le logicii cuantificarii sunt sintetice inconsistenta lui ( 1 ) este independenta de inconsistenta posibila a enunturilor C1(x) care apar in ( 1 ), deci rn 1 datorita trivial inconsistentei unuia dintre constituenti Cazurile triv iale apar ca "paraziti" ai cazurilor netriviale, conchide Hintikka, si de aceea ca tip ice implicatia (2) este uneori logic adevarata, numai deoarece conj u nct ia sa antecedenta este logic falsa, si atunci un numar de enunturi de forma 1 9 1 ( Ex)C1(x) care apar in ( 1 ) vor fi incom pati b i l e " S a ad m i tem ca (Ex)C1(x) ( Ex)Cm(x) nu sunt i ncom patibi le, dar ca devin incompatibile daca (Ex)Cm+1 (x) le este adaugat Atunci implicatia: 3 ) [(Ex)C1(x) (Ex)Cm(x)] 􀀬 - (Ex)Cm+J (x) este logic adevarata, desi antecedentul ei nu este inconsi stent" (Hintikka ) impl icatia (3) se dovedeste, conform expuneri i lui Kant, o instanta a adevarulu i sintetic, adica de fapt un argument anal itic nu poate conchide de la existenta unui ind ividual sau a unui numar de individual i la existenta sau non-existenta unui individual diferit Se obtine reliefarea unei conexiuni intre sensul iii( a) al analiticului si sinteticului, pe de o parte, si inconsistenta unor anum iti constituenti, pe de alta parte Hintikka a descris procesul prin care fiecare constituent inconsistent se poate arata ca este inconsistent, procedeul constand in "expansiunea" constituentului dat intr-o disjunctie de constituenti cu aceleasi simboluri predicative si aceiasi termeni singulari liberi, insa cu adancimi care cresc; constituentii care apar in cadrnl acestui proces sunt subordonati celui original in cadrul procesului de expansiune Dar, multi pasi ai procesului sunt inofensivi; folosim reguli de convertire a unui enunt in forma sa distri butiva si regul i care produc cresterea in adancime a constituenti lor, adaugandu-se un nou strat de cuantificatori, pe cand termen i i singulari raman aceiasi Adaugand orice parte triviala redundanta unui constituent este servit acest scop in masura in care adancimea constituentului creste cu 1 Hintikka observa ca aceasta trivialitate ne-ar sugera, sa spunem, ca fiecare stadiu difera de predecesorul sau numai prin faptul ca are o adancime mai mare si deci un grad mai inalt Ori, cresterea gradului inseamna cresterea numarului individualilor considerati in relatia lor, ceea ce conform cu i i i(b) si i i i( d) indica o procedura sintetica si deci, procesul expansiun i i, prin care constituentii inconsistenti sunt aratati a fi inconsistenti este o procedura sintetica in aceste sensuri; urmeaza ca aceasta m etoda de demonstratie in termen i i formelor normale distributive si a l e expansiunii lor este sintetica i n sensul iil(e) Procedura opereaza in aceasta maniera: pentru a deriva S2 din S 1 le transformam in formele lor normale distributive; se poate adm ite ca fiecare 1 92 din ele contin toti termenii singulari liberi care apar in S1 sau in S2• Putem demonstra s2 din s l daca si numai daca expansiunea formei normale a lui S2 va contine la o anum ita adancime expansiunea fonnei normale a lui S1 , atunci cand sunt omisi constituentii inconsistenti d in expansiune prin criteri ile adm ise Proceduri le de demonstratie sau de respingere sunt sintetice atunci cand o demonstratie nu se realizeaza prin e l iminarea n ici unui constituent inconsistent, sau cand o demonstratie nu se realizeaza prin eliminarea constituentilor inconsistenti cu ajutoru l primei ridicari a adanci m i i Sinteticitatea este apreciata de Hintikka ca o caracteristica a demonstratiilor cuantificationale Existenta unei form e normale distributive - ratiunea pentru care adevarurile logice ale teoriei cunatificari i sunt analitice in sensul iV - este legata cu ratiunea pentru care aceleasi adevaruri sunt sintetice in alt sens, adica nu sunt "capturate" de regulile naturale de inferenta in sensul iii( e ) si Hintikka formuleaza urmatoarea concluzie: "Putem acum sa-l justificam pe Kant Ceea ce intelegea el cand considera ca argumentele matematice sunt normal sintetice era perfect just Prin argumente matematice el intelegea, in primul rand, modurile de asertionare care sunt astazi tratate in teoria cuantificarii Dar, tocmai s-a vazut ca multe moduri de rationare cuantificationale sunt inevitabil sintetice intr-un sens natural al cuvantului Acest sens este, de altminteri, strans legat de intentiile lui Kant, deoarece s-a aratat in prima mea expunere ca grupul iii al sensurilor analiticitatii poate fi considerata ca o foarte buna reconstructie a notiunii kantiene a analiticitatii, asa cum a utilizat-o Kant in filosofia matematicii" i n l um ina d i stinctiei tautologie de suprafata s i tautologie de adancime se poate raspunde la intrebarea, daca adevarurile logice sunt tautolog i i Luand teoria cuantificarii cu un caz-test, atunci adevarurile logice ale acestei teori i sunt toate tautologii de adancime, dar nu sunt tautologii de suprafata Coerent cu o asemenea afirmatie avem rezu ltatu l dupa care "conceptia acelor filosofi care considera ca argumenkle matematice nu sunt analitice in sensul de a fi doar "exp li cative" este astfe l cel putin partial j ustifi cata Deoarece nici chiar toa t e ace l e argumente matematice care pot fi formal izate i n teoria cu an ti fica r i i m 1 1 93 sunt tautologii in sensu l de a fi tautologii de suprafata" (Hintikka ) s i deoarece exi sta intre informatia de adancime si cea de suprafata relatia: cand pri ma tinde catre infinit, cea de suprafata o aproximeaza la l i m ita (este vorba de informatia unui enunt) se arata ca in teoria monad ica a cuantificarii cele doua notiuni coincid Exem plele de adevaruri logice date de fi losofi d inaintea lui Frege apartineau teoriei monad ice a cuanti ficari i si din faptul ca notiu n i le de tautol ogie de suprafata si tauto logie de adancime coincid, s-a dedus ca adevarurile logice ar fi tauto logice, neinformative, intr-un sens mai tare decat iV Unii fi losofi au real i zat ca exi sta m oduri de argumentare val ide ne-tautologice in sensu l informatiei de suprafata si Kant este unul dintre ei Pozitia ilustrata de Kant a constat in restrangerea adevaruri lor logice la teoria monadica a cuantificarii - s ilogistica traditionala si in catalogarea celorlalte m oduri de rationare cuanti fi cationale ca m atematice s i Hinti kka expliciteaza implicatia filosofica s i istorica, care il vizeaza direct pe Kant in termen i i : "Daca se face astfel, atunci se poate spune, desigur, ca adevaruri le logice sunt doar expl icative (tautologice), pe cand rationamentul matematic este normal informativ, cu conditia, desigur, ca termen i i "expl icativ", "tautologic" si " informativ" sa se admita ca se refera la informatia de suprafata" O asemenea interpretare, ca cea propusa de Hintikka, inregistreaza contrastul d intre idei le de mai sus si sensuril e moderne i(b )-{ d) ale anal iticitati i si subliniaza ca este vorba doar de o asemanare, aparenta, intre conceptia lui Kant si conceptii le modeme bazata pe conexiunea dintre notiunea de adevar analitic si cea de adevar logic, uitandu-se ca de fapt filosoful german intelegea prin "logica" ceva diferit de ceea ce inteleg autorii modern i Peirce, apud Hintikka , a facut o interesanta remarca dupa care, daca imm Kant ar fi fost contemporan cu logica contemporana a relatiilor, si-ar fi schimbat conceptia referitor la relatia d i ntre matematica si logica indistinctia "tautologie de adancime" si " ta uto logie de s uprafata" a i n s p i rat d o c t r i n a e r o n at a a s u pra rat ionam entu l u i logic, demo n stratiei m atemat i c e si a adevaru l u i matematic Considerand rationamentu l logic tautologic in ambele sensuri - de adancime si de suprafata - C G Hem pel formuleaza unele 1 94 re marci eronate despre natura adevaru lui matematic: ,, i ntrucat toate demonstrati ile matematice se bazeaza exc lusiv pe deducti i logice d in anum ite postulate, decurge ca o teorema matematica, cum ar fi teorema lui Pitagora in geometrie, nu aserteaza nimic o b iectiv sau teoretic nou in comparatie cu postulatele din care este derivata, desi continutul ei poate fi foarte bine sa fie psihologic nou in sensul ca noi nu am avut cunostinta cunoasteri i ei i m p l i c ite in postulate" Cercetari le d i n logica moderna a cuantificarii au produs m utati i istorice pri v i nd statutul adevarurilor logice ca legi ale gandirii, caci majoritatea lor s-au dovedit a fi sintetice in sensul iii; pare a fi o conexiune istorica, remarca Hintikka, intre ideea caracterului necesar al conexiunilor logice si ideea ca e le sunt anal itice in sensul iii De exemplu, exista o mare asemanare intre maniera in care Kant expl ica notiunea sa de adevar analitic si modal itatea in care Descartes exp l ica notiunea sa a conexiunii necesare in ambele cazuri, o concluzie decurge d in prem ise in man i era dorita, daca si num ai daca ea este i m p licata in conceptul premi se i in asa fel incat ultimul nu poate fi conceput distinct fara a gandi de asemenea si pe primul Unele d intre exemplele lui Descartes sunt de asemenea foarte apropiate de cele ale lui Kant Sa incheiem cu o succinta referire la faptul ca conceptul problematic si dificil al intuitiei cu tot cortegi u l am b i g u i tati l or c are i l i n s o test e e ste u n c o m p o n e n t centra l a l rationamentului matematic i n conceptia amb i lor ganditori Kant a pretins ca matematicien i i considera conceptel e generale in concreto, deci prin instantele lor indivi d uale, cu alte cuvinte, ca ei fo losesc in mod tipic intuiti i le pentru a reprezenta conceptele generale, constructia matematica a conceptelor in absenta lor fiind imposibila 4 4 Fi LOSOFiA KANTiANa A ARiTMETiCi i Filosofia kantiana a matematicii a inspirat programe fu ndationiste ale matematicii divergente si chiar rivale: logicismul fregean, formalism u l hi lbertian sau intuitionismul brouwerian, ceea c e indica fecunditatea apriorism ului, inradacinata intr-o traditie, ce emerge de la greci i vechi si 1 95 pana incoace, ce a considerat, cum deja am notat, ca matematica este o sti i nta apriori, ale carei propoziti i nu cer pentru stabi l irea lor referi nta la experienta Caracterul apriori al matematic i i a fost contestat de conceptia i nductivist-empirista, de J S Mill Desigur, trasatura caracteristica de a priori ce o poseda matematica pura (aritmetica pura si geometria pura), desi este relevanta, singura nu ne poate da o expl icatie satisfacatoare a naturi i matematic i i Raspunsul lui Kant la intrebarea despre natura matematici i pure a fost in esenta acesta: propoziti i le aritmeticii pure si ale geometriei pure sunt propoziti i necesare, dar n u anal itice, c i sintetice a priori P e scurt, citandu-l pe Karner [ 1 , p 39], "ele sunt sintetice pentru ca sunt despre structura spati u l u i si timpului, structura care se dezvaluie prin ceea ce poate fi construit in ele, si sunt a priori pentru ca spatiul si timpul sunt conditii invariante ale oricarei perceptiei a obiectelor fizice" s i cum aici avem in vedere matematica pura (aritmetica pura si geometria pura), sa notam ca aceasta are ca obiect structura spatiu l u i si timpu lui independent de materialu l empiric Kant nu disociaza in abordare intre propoziti i le aritmeticii pure si cele ale geometriei pure Asa cum insusi Kant [ 1 , s 1 O] spunea, propozitia daca adaugam 5 un itati la 7 u nitati producem 1 2 unitati descrie in mod sintetic si a priori ceva construit in timp si spatiu, anume succesiunea de unitati si colectia lor Sistemele de propozitii aritmetice si geometrice nu sunt descrieri ale timpului perceptual si ale spati u lui perceptual si deci, posibilitatea logica a aritmetici lor alternative nu este negata Fi losofia kantiana a aritmet i c i i poate fi derivata d i n fi losofia gan d i torul u i german despre natura m atematici i in acest ansam b l u epistemologic s e deceleaza doua asertiuni : a) toate j udecati le matematice sunt sintetice; b) j udecatile matematice autentice sunt j udecati a priori si nu empirice (cf Kant ) Kant observa ca anal isti i ratiuni i omenesti n-au sesizat valoarea si relevanta primei asertiun i : "Caci gasi ndu-se ca rationamentele matematicieni lor procedeaza toate conform principiu l u i non-contradictiei (ceea ce e cerut de natura oricarei certitudini apod i ctice) s-a aj uns la convingerea ca si principiile ar fi 1 96 cunoscute pe baza principiului non-contradictiei; in aceasta ei se inseala, cac i o j ud ecata s intetica poate fi cunoscuta fara indoiala potr i v it principiului non-contradi ctiei, dar numai cu conditia de a se presupune o alta j udecata s intetica d in care sa poata fi dedusa, dar niciodata in si ne" in ceea ce priveste asertiunea (b), argumentul l u i Kant este urmatorul : judecati le matematice sunt a priori si nu empirice "deoarece contin in sine necesitate, care nu poate fi scoasa din experienta Daca insa nu se va adm ite aceasta, ei bine, atunci restring judecata mea la matematica pura, al carei concept cere ca ea sa nu contina cunostinta empirica, ci numai cunostinta pura a priori" Dar, concptia lui Kant despre natura matematicii pure si a statutul u i propozitii lor acesteri stiinte sufera o "specializare" convingatoare, atunci cand este ancorata pe terenul aritmetici i , pure Este cazul ana l i ze i celebrului exempl u "7 + 5 " (Kant [ i , p 32], ) Kant scrie: " S-ar putea crede fara indoiala la inceput ca judecata " 7 + 5" este o j udecata pur analitica, care rezulta d in conceptul sumei de sapte s i c inci in v irtutea principi u l u i contradictiei Totusi, daca o priv im mai indeaproape, gasim ca conceptul sumei de 7 s i 5 nu contine nim ic mai mult decat unirea celor doua numere intr-unul singur, prin care nu se gandeste catus i de putin care este acel numar unic care le cuprinde pe amandoua Conceptul de doisprezece nu este catusi de putin gandit, prin faptul ca eu gandesc pur s i simplu acea reunire de sapte si cinci, s i oricat de mult as analiza conceptul pe care il am despre o astfel de suma posibila, totusi nu voi gasi in e l pe cel de doisprezece Trebuie sa depasim aceste concepte, luand in ajutor intuitia care corespunde unuia dintre cele doua concepte, de exemp l u, cele cinci degete ale mainii noastre sau (ca Segner in aritmetica lui) c inci puncte si adaugand astfel una cate una unitatile lui cinci date in i ntuitie la conceptul de sapte Eu iau mai intai numarul 7, si aj utandu-ma, pentru conceptul de 5 , de degetel e mai n i i mele ca i ntu itie, adaug, atunci una cate una la numarul 7 cu acel procedeu figurativ, unitatile pe care mai inainte le reunisem pentru a forma numarul 5 , si vad astfel rezultand numarul 1 2 Ca 5 trebu ie sa fie adaugat la 7, am gandit ce-i drept in conceptu l de suma: 7 + 5 , dar nu ca aceasta suma 1 97 este egala cu numarul 1 211 • s i argumentarea lui Kant conchide in termen i i c a j udecata aritmetica este deci totdeauna sintetica, convingandu-ne d e acest lucru m a i clar cand operam cu numere m a i mari ; "atunci este ev ident" - scrie Kant - "ca oricum am invarti si rasuci conceptel e noastre, n u a m putea niciodata gasi suma c u aj utorul sim plei anal ize, a conceptelor noastre, fara a recurge la intuitie" Am vazut, intr-un paragraf anterior, care a fost atitudi nea lui Frege fata de epi stemo logia kantiana a aritmetici i si anume, logicianul de la Jena nu a impartasit conceptia lui Kant despre natura aritmeticii, si, in mod explicit, i-a reprosat filosofului german ca a invocat prea usor intuitia acol o unde nu a putut i n d i ca un temei autentic Frege a observat inapl i cab i ltiatea intuitiei atunci cand se opereaza cu numere mari, intrebandu-se de ce nu s-ar putea demonstra formule cu numere mai m ici decat 1 O (numarul degetelor maini lor noastre suport al aplicari i intuitiei) fara apel la i ntuitie, convingerea lui, oarecum ironica, fi ind ca "aritmetica nu se bazeaza pe degete" in contrast cu atitudinea lui Frege, de contestare a rolului i ntuitiei in fundarea aritmetici i, olandezul Brouwer se va situa alaturi de Kant (in sustinerea ca intuitia este o sursa infai libi la a cunoasterii (matematice) Acesta a adm is mai curand ca i ntuitia spati u l u i trebuie criticata si corectata in lumina relevantei geometri i lor neeuclidiene si, in consecinta, se poate dovedi chiar dispensabi la in v irtutea aritmetizarii geometriei Astfel, se poate accepta numai intuitia timpului din doctrina kantiana, pe care o putem aseza drept fundament al aritmetici i, un tip de i ntuitie, supus si el, cum se stie, unor semnificative subm inari datorate recentelor evolutii conceptuale si metodologice ale cunoasterii matematice in ceea ce il priveste pe Hilbert, acesta va folosi sui generis intuitia ca o perceptie (in sens kantian) a semnelor pe hartie, restrangand considerat i i l e metamatematice asupra ansam b luri lor perceptuale cu caracter fin itar Dar, acest aspect tri m ite la problema i n fin itu l u i in matematica, problema tulburatoare pentru gandirea umana, cum spunea insusi O Hilbert, si radicala, caci a contribuit la d iv izarea sco l i lor din cadrul filosofiei matematicii 1 98 Analiza kantiana a problemei infinitatii aminteste de influente ale doctrinei aristotelice despre distinctia dintre infinitatea actuala si cea potentiala Comentand conceptia lui Kant despre infinitul matematic, Korner [ 1, p 40] scrie: ,,intr-un sir sau progresie matematica, o regula ne spune cum sa facem fiecare pas, dupa ce am tacut pasul precedent Kant nu va tolera insa supozitia ca atunci cand este data o astfel de regula, este data in mod necesar si totalitatea pasi lor intr-un anumit sens Problema este deosebit de importanta pentru cazurile cand nu exista un ultim pas si nu exista nici un prim pas Sa consideram, de exemplu, sirul numerelor naturale, care are ca prim e lement pe O si in care fiecare e lem ent e ste produs prin adaugarea l u i l la predeces oru l sau, presupunandu-se ca nu exista alte elemente in sir s irul crescator conform regulii este cu totul altceva decat siru l complet; afirmatia ca procesul de producere a elementelor sirului poate fi continuat in mod indefinit, nu atrage dupa sine ideea ca sirul poate fi terminat sau ca sirul term inat poate fi considerat in acest sens dat" Daca intre conceptiile lui Kant si Aristotel referitoare la infinitatea potentiala sau in devenire identificam evidente sim i l itudini, cu privire la infinitatea actuala, aceste conceptii diverg semnificativ Aristotel a sustinut ca un reprezentant al infinitatii actuale nu este identificabil in experienta senzoriala si, chiar mai mult, existenta acestuia este imposibila logic Stagiritul (ca si Toma din Aquino) va incerca sa demonstreze existenta unei cauze prime, argumentand "ca altfel ar trebui sa existe un sir actual, ceea ce, sustine el, ar fi absurd din punct de vedere logic" Ori, filosoful german considera ca notiunea de infinitate actuala nu este imposibila din punct de vedere logic Aceasta notiune este pentru Kant o idee a ratiunii "adica o notiune coerenta din punct de vedere intern, care totusi nu se poate apl ica experientei senzoriale, deoaree nici un reprezentant al ei nu poate fi perceput, nici construit Opinia lui Kant este ca putem construi numaru l 2 si putem percepe 2 lucruri; ca putem constru i numarul 101010 , chiar daca nu suntem in stare sa percepem un grup asa de mare de obiecte separate si ca, in fine, noi nu putem percepe, nici construi o colectie actuala infinita" (Karner [ l, p 41 ]) 1 99 Oricum, ram ane un merit al fi losofiei kantiene sublinierea contrastului dintre cele doua tipuri de infinitate, acordarea atributului de folositor infinitului actual in Kant scrie: "caci in aprecierea matematica a marim ii, intelectul este tot atat de bine servit si satisfacut, fie ca puterea de imaginatie alege ca unitate o marime pe care o putem prinde intr-o privire, de exemplu un picior sau prajina, sau ca alege o mila germana sau chiar un d iametru al pamantului in amandoua cazuri le, aprecierea logica de marime merge neimpiedicat la infinit" "Dar mintea inauntrul ei asculta de glasul ratiun ii care cere totalitate" pentru toate marimile date" neexceptand de la acest postulat nici chiar infinitul , ci impunandu-se dimpotriva, in mod inev itab il, de a ni-l gandi ca dat in intregime (dupa total itatea sa)" 4 5 FiLOS OFiA KA N TiA Na A G EOMETRiEi: O NTOLOGiA KA N TiA Na A S PATiULUi ' CA O EPiSTEMOLOGiE A GEOM ETRiEi Kant implicit a fost de acord cu Leibn iz si Descartes ca spatiul este conti nuu, infinit, trid imensional, omogen si izotrop; omogen inseamna, in acest context, ca nu exista puncte privilegiate in spatiu, iar spatiul izotrop ca nu are directii privilegiate Credinta lui Kant era ca punctele continute in spatiu satisfac teoremele geometriei euclidiene Problema spatiulu i a avut un rol important in dezvoltarea filosofiei critice a lui imm Kant De fapt, asa cum observa R Torretti [ l] si alti autori, in dezvoltarea concepti ilor lui Kant se disting doua perioade : o prima perioada, num ita "pre-critica", contine lucrarile timpurii ale filosofului (Kant [ 4], ) si a doua, "perioada critica", este caracterizata de celebra sa "revolutie copemicana in filosofie" incorporata in Kant s i , in spec i a l , in capito l u l ace ste i capodop ere, "Estet i c a transcendentala", editia 1787, in care a fost elaborata o noua conceptie despre spatiu sub impactul unor probleme generate de conceptia din perioada pre-critica 200 Kant a respins si a abandonat conceptia despre spatiu real infinit subzistand in sine, o entitate himerica, si a sustinut o teorie relationista asemanatoare celei a lui Leibniz Astfel, deja Kant (4, p 23] scria: "fara forta nu exista conexiune, fara conexiune nu exista ordine si fara ordine nu exista spatiu" Aceasta idee spune explicit ca proprietati le structurale ale spatiului sunt determinate de interactiunea dinamica dintre particule, c g spatiu l are trei dimensiuni decurge din faptul ca fortele de interactiune sunt invers proportionale cu patratul distantei dintre particulele care interactioneaza in acest context, Kant, ca si Leibniz, a considerat distanta ca proprietate a materiei, aceasta avand rol determ inant in constitutia spatiului Prin urmare, legi diferite de interactiune "produc" spatiul care are mai mult sau mai putin de trei d imensiuni Kant [ 4, p 24] continua ideea anterioara in termenii: "O stiinta a tuturqr variatelor feluri posibile de spatiu va fi in mod cert cea mai inalta geometrie pe care un intelect (understanding) finit o poate construi" Mai tarziu, Kant a considerat ca teoria sa relationista asupra spati ului nu poate fi sustinuta in v irtutea considerentului ca spatiul nu este un atribut al materiei, sau un concept Din punct de vedere ontologic in relatia spatiu-lucruri, primul termen detine prioritatea, proprietatile lucrurilor depinzand de spatiu ,,Nucleul absolutist" al teoriei relationiste, impartasita temporar de Kant, a generat implicatii indezirabile si in Kant (5] el a fost descris ca fi ind datorat unei teorii platonice a principii lor cunoasterii umane Kant va propune o noua interpretare a statutului ontologic al spatiului (si timpului) in Kant este expusa filoso fiaprecritica a spatiului si geometriei care a fost generata de o anumita i nterpretare a statutului ontologic al spatiului: perspectiva pre-transcendentala Kant a acceptat ideea ca epistemologia geometriei depinde de maniera in care noi concepem onto logia spatiului Dar, un nou si remarcabi l aspect al conceptiei mature a lui Kant despre matematica - filosofia critica a matematicii - este i ntrodus in Kant s i anume, este vorba de inte l egerea transcendentala a ontologiei spatiului Exigenta unei teorii adecvate a cunoasterii matematice este intim conectata cu unica sursa a cunoasteri i 201 d irecte a obiectului indiv idual si pe care Kant a num it-o intuitie intu itia este un aspect-cheie, relevant referitor la natura cunoasteri i matematice, deoarece spatiul nu este un atribut al materiei sau un concept, ci este o intuitie, o intuitie pura, a priori a sensibil itati i A ici se afla punctul de plecare in construirea perspectivei de abordare transcendentala in itiata de Kant in investigarea naturii matematici i Kant a respins dihotomia veche a propozitiilor: propozitii anal itice si propozitii sintetice, aspect central in filosofia lui Leibniz si Hume, si a propus trichotomia: propozitii analitice, propozitii sintetice si propozitii sintetice a priori Acestea din urma au rol constitutiv fundamental, deoarece sunt conditii necesare ale posibilitatii experientei obiective Propozitiile sintetice sunt divizate in doua clase: propozitii intuitive si propozitii d iscursive; primele sunt intim legate de structura perceptiei, in timp ce ultimele sunt legate de functia de ordonare a notiunilor generale Propoziti i le sintetice intuitive au o relevanta remarcabila pentru filosofia kantiana a geometriei si a aritmeticii Ele sunt posibile, spune Karner [ 1 , p 3 7]; deoarece: a) descri ind spatiul si timpu l, noi descriem particularul si astfel, producem propoziti i sintetice; b) descri ind spatiul si timpul, noi nu descriem perceptii senzoriale (impresiile), descripti ile noastre sunt independente de perceptii senzoriale, adica ele sunt propoziti i a priori care descriu ceva care este imuabil Aceste asertiuni vizeaza in special matematica pura, care nu este o cunoastere analitica, ci o cunoastere sintetica a priori, deoarece poarta asupra spatiului si timpului influenta kantiana asupra adeptilor fi losofiei criticiste se explica prin rolul si statutul propoziti ilor matematice ca descripti i ale spatiului si timpului Kant a sugerat suficient de explicit ca intreaga descriere a structuri i spatiului si timpului cere nu numai o contemplare pasiva, ci si o constructie Karner [ l, p 38] scrie referitor la acest aspect: "A construi un concept inseamna mai mult decat a propune si consemna definitia sa; inseamna a- l dota cu un obiect a priori Ce vrea sa spuna Kant prin aceasta e foarte dificil de inteles, dar deloc obscur sau confuz Este foarte clar ce decurge si ce nu, din construirea unui concept Nu inseamna sa postulezi obiecte pentru el" 202 Elementul a priori este un i ngred ient esential al construct1e1 l'osibil itatea constructiei fizice se bazeaza pe posibilitatea constructiei a pr iori, e g , consemneaza Karner [ 1 ], constructia sferei metalice este bazata pc posibilitatea unei sfere in spatiu, asa cum imposibil itatea constructiei l'izice a unei sfere cu 1 5 d imensiuni este bazata pe imposibi litatea constructiei a priori corespunzatoare Cunoasterea umana a unui obiect este produsa prin combinarea senzatii lor care apar din prezenta obiectului 'intr-o prezentare coerenta a obiectului insusi, o idee cu relevanta deosebita pentru cunoasterea geometrica, ce este imtim conectata cu intuitia spatiului Combinatia senzatiilor este guvernata de o ,,lege inerenta a m intii umane", a carei manifestare este spati ul, intuitia pura, a priori Perspectiva transcendentala este introdusa in aceasta ma􀙭iera, deoarece "spatiul nu este ceva obiectiv si real, nici o substanta, nici un atribut, nici o relatie, ci o schema subiectiva si ideala pentru coordonarea oricarui lucru care este extern simtit in orice mod, care apare din natura minti i conform unei legi stabile" Daca aceasta asertiune este adevarata, urmeaza ca obiecte externe sensibile sunt spatiale cand sunt prezentate in intuitia sensibila; proprietati si relati i spatiale nu exista in ele insele, independent de prezentarea lor in gandire, mintea umana Deci, Kant a sustinut prioritate ontologica a spatiului in raport cu corpurile, dar nu a acceptat o reala autofiintare a spatiulu i infinit vid ca Newton ideea de spatiu universal nu este un concept general, ci o intuitie si anume, o intuitie pura, deoarece nu depinde de senzatii le coordonate in spati u Aceasta idee ne-conceptuala, adica reprezentare singulara, care subordoneaza spatii particulare ca parti, nu este complet acoperita de concepte, deoarece relatiile spatiale pot fi simtite si nu pot fi gandite; aceasta idee ne-conceptuala este prezenta in axiomele geometriei si in orice constructie mentala a postulatelor si problemelor geometrice Kant scrie: "Ca spatiul are numai trei dimensiuni, ca exista insa o l in ie dreapta care uneste doua puncte date, ca un cerc poarte fi tras pe un plan dintr-un punct dat cu orice raza data etc , aceste fapte nu pot fi inferate dintr-o notiune universala de spatiu, ci pot fi numai percepute concret in spatiul insusi" 203 Torretti [ l ] spune ca este greu sa intelegem ce pot vedea och ii, ch iar "ochii mintii" in intuitia pura, libera de senzatii, pana ce aceasta nu este determinata prin concepte Conceptia lui Kant despre cunoasterea geometrica a fost foarte influenta; Hintikka a incercat recent sa faca o analogie intre apelul lui Kant la "intuitia singulara" si uzul instantieri i existentiale, care este ind ispensabi la in majoritatea demonstratii lor matematice Caracteristica propozitiilor geometrice este ca sunt logic adecvate si pot fi negate fara teama contradictiei Kant (apud Torretti [ 1 ] ) spune: "cel ce exerseaza sa nascoceasca in m intea lui orice relati i diferite de acelea prescrise de spatiul insusi, lucreaza in van pentru ca el este constrans sa intrebuinteze aceasta idee adevarata in spatiul fictiunii sale" Kant a asumat ca relati ile prescrise de spatiul insus i sunt acelea enuntate in "Elementele" lui Eucl id si el a pretins ca noua sa teorie a spatiului garanteaza si expl ica validit􀙮tea obiectiva a geometriei euclidiene i e , o sti inta care este adevarata despre orice obiect fizic Kant (apud Torretti [ 1 ]) scrie: "Nimic totusi nu poate fi dat simturi lor daca nu este in acord cu ax iomele prim itive ale spati u l ui s i consecintele l or confo rm prescriptiilor geometriei, chiar desi principiul lor este pur subiectiv Deci, orice care este astfel dat va fi, daca este seif-consistent, in mod necesar consistent cu ultimul si legile sensibilitati i vor fi legile naturii in masura in care ea poate fi perceputa prin simturi ( quatenus in sensus cadere potest) Deci, natura se conformeaza exact (ad amuss im) preceptelor geometriei privind toate proprietatile spatiului demonstrate in aceasta sti inta, nu pe forta unei presupozitii nascocite, ci a uneia care este intuitiv data, ca o conditie subiectiva a tuturor fenomenelor, pe care natura le poate manifesta simturilor" R Torretti [ 1 ] crede ca pentru a incorpora aceasta doctrina in fi losofia critica a lui Kant sunt necesare urmatoarele aj ustari : i) mai intai, schema metafizica d i n 1 770 n u mai poate fi sustinuta, deoarece cunoasterea umana era restrictionata la obiectele simturilor (sens ibil itatii), asa cum ele ne apar in spatiu si timp; in afara acestu i context, nici o proprietate sau relatie nu poate fi predicata cognitiv despre 204 ceva si deci, spatiul nu poate fi considerat ca un atribut al unei substante, gandirea (m intea) modificare coordonatoare a acestei substante Conform cu Kant , filosofia spatiului si timpului trebuie fundata pe o analiza a experientei umane si pe presupozitiile ei ca relevate din interior Din aceasta anal iza trebuie sa presupunem perceptia obiectelor in spatiu, deci, spatiul nu depinde de psihicul uman prin manifestarea lui fenomenala Spatiul o b i ect i v este zis inca sub iectiv din cauza caracteristicilor ,,egotistice" ale procesului prin care spatiul insusi devine evident, manifest ii) a doua, este in special relevanta pentru geometrie, deoarece orice conexiune, orice ordonare a diversului datelor senzoriale este lucrarea intelectului (ratiunii) si trebuie coordonata prin concepte O mutatie foarte importanta este evidenta si r'elevanta pentru perspectiva transcendentala: tranzitia de la spatiul intuitiv preconceptual descris ca "ceea ce creeaza diversu l aparentei sa fie intuit ca ordonat in anumite relatii" la maniera "care face posibil ca diversul aparentei sa fie ordonat in anumite relati i" Kant trage concluzia ca forma intuitiei externe prin ea insasi nu poseda structura descrisa de propoziti ile geometriei deoarece, spune el, "spatiul prezentat ca obiect (cum cerem actual in geometrie) contine mai mult decat simpla forma de intuitie" Rolul intelectului este considerat acum inalt relevant pentru statutul spatiului, deoarece asigura unitatea obiectelor Kant [ 1 , s3 8] scrie: "Aici este, asadar, natura, care se intemeiaza pe legi, pe care inte lectul le cunoaste a priori, si anume, mai ales prin m ij loc irea principi ilor universale ale determinarii spatiului Ma intreb atunci: aceste legi ale naturii se afla oare in spatiu, iar intelectul le descopera cautand doar sa cerceteze intelesul bogat ce se afla in acesta, sau se gasesc ele in intelect si in felul acesta determi na spatiul dupa conditiile sintetice spre care tind toate conceptele sale? Spatiul este ceva atat de uniform si ceva atat de nedeterm inat in ceea ce priveste proprietatile particulare, incat nimeni nu va cauta in el o comoara de legi ale naturi i intelectul este, in schimb, cel care determ ina spatiul sa se configureze in cerc, i n con 􀃫i in sfera, in masura in care el contine temeiul unitatii constructiei acelor 205 figuri S impla forma universala a intu itiei care se cheama spatiu este, prin urmare, intr-adevar substratul tuturor intui tii lor care pot fi determ inate in toate obiectele particu lare si tot in spati u se afla si conditia posibilitatii si d iversitatii intuiti ilor, dar unitatea obiectelor nu este totusi data decat prin intelect, si anume, dupa conditi i care se afla in propria sa natura si astfel, intelectul este originea ordinii universale a naturii pentru ca subsumeaza toate fenomenele propri ilor sale legi, producand abia in felul acesta apriori experienta " intuitia apriori a multiplului, diversului (manifold) numita spatiu este conceputa nu ca o simpla multime de puncte (point set), ci ca un continuum, de presupus tridimensional " S impla forma a intuitiei" constrange intelectul sa acorde o structura topologica definita unui obiect al geometriei, pe care intelectul o poate determ ina in mod liber in conformitate cu legile naturii Deoarece propozitii le geometriei clasice nu sunt logic necesare, nimic nu poate evita posibilitatea intelectului de a dezvolta o varietate de geometri i alternative (compatibile cu topologia prescrisa) si folosirea lor in fizica Aceasta concluzie este implicata de scrieri le kantiene anterioare, insa este evidenta daca noi suntem familiarizati cu mu ltiplicitatea sistemelor geometrice si acest fapt inainte si nu dupa ce citim pe Kant Atitudinea ortodoxa kantiana este pregnanta in d iscuti i l e fi losofice despre geometri ile ne-eucl idiene Oponentii geometri i lor ne-euc l id iene le trateaza sumar, daca nu superficial, considerandu-le exercitii intelectuale interesante, ce nu privesc sti inta autentica a spatiului, relevata numai prin intuitia pura si in deplin acord cu "Elementele" lui Euclid, sau cel putin cu spiritul acestora R Torretti, ale carui ganduri si reflectii asupra operei lui Kant le-am expus anterior, considera ca geometrii le ne-euclidiene n-au infirmat conceptia lui Kant, in special fanteziile de tinerete din 1 746 ale filosofului german intr-adevar, insusi Lobacewski, unul dintre intemeietori i acestu i tip de geometrie, scria "ca forte si numai forte, singurele genereaza orice: miscare, viteza, timp, masa chiar distante si unghiuri" R Torretti [ 1, p 3 3] consemneaza in acest context: "Daca Kant are dreptate ca forte(le) determina geometria fizica, atunci aceeasi geometrie nu este pretutindeni 206 aplicabi la, deoarece geometria trebu ie sa reflecte comportamentul fortelor care actioneaza la fiecare nivel al realitati i" Dar, indeterm inarea este inerenta in conceptul de intuitie a priori a spatiului euclidian, ceea ce este cauzat de imposibi litatea vizual izari i intregu lui spatiu Filosofii, de la Platon la Kant, nu au contribuit in mod esential la fundamentele geometriei, multumindu-se sa discute despre natura obiectelor geometrice si sursa cunoasteri i geometrice, in rest acceptand principii le lui Euclid Numai incidental vom gasi tentative ale filosofi lor care vizeaza justificarea unui principiu particular al geometriei, sau relatiile principiilor cu corpul propozitiilor geometrice Singurul filosof care s-a implicat inpartea de fundamente ale geometriei este Hegel care a afirmat ca daca se admite ca axiomele matematice nu sunt simple tautologii, atunci ele ar trebui demonstrate la nivelul ,unei sti inte filosofice􀋩 in consecinta, Hegel a aratat ca incercarea lui Euclid de a demonstra postulatul 5 nu este justificata, deoarece enuntul lui contine conceptul de " linii paralele" care reclama in mod esential o investigatie filosofica, dar filosoful german nu a intreprins o asemenea analiza 4 6 FiLOS O FiA PO STKANTiA Na A GEOMETRiEi: HELM H O LTZ , HiLBERT, UEBERWEG , ER DMAN N , RUSSELL, POiNCARE Helmholtz [ 1 ] a interpretat descoperiri le lui Bolyai, Lobacewski, Gauss, Riemann si propria sa descoperire ca o baza stiintifica pentru o filosofie empirista a matematicii, opusa apriorismului kantian Conform acestei filosofii empiriste a matematicii, el formuleaza ideea unei undari factuale a geometriei Dar, conceptia lui Helmholtz nu este asa diferita de cea a lui Kant, observa R Torretti [ 1 ] , deoarece in realitate el "a pavat drumul" spre un sort special de apriorism Pe scurt, teza empirista despre geometrie drept cunoastere a structurii spatiale, afirma Helmholtz, contine un set ordonat de adevaruri inferate logic din cateva principii (axiome) ce se refera la lumea materiala, datorita experientei noastre, 207 conceputa ca un proces de manipulare, observare, com parare si inferenta Este probabil ca existenta sistemelor consistente alternative de axiom e geometrice sa-l fi influentat i n directia formulari i tezei empiriste despre natura si structura geometriei; si un element relevant al construiri i acestei concepti i a fost, desigur, propria sa descoperire dupa care existenta corpuri lor rigide, "un fapt de observatie", determ ina structura spatiu lui Conceptia lui Helmholtz se constituie prin raportare permanenta la conceptia kantiana Astfel, Helmholtz a crezut ca, remarca Torretti [ 1 ], pretentia lu i Kant, conform careia cunoasterea geometrica este neem p irica, se bazeaza pe un fapt, pretins, al acord u lui nostru cu geometria lui Euclid; este invocata vizuali zarea, ca gen de reprezentare imaginativa a figuri lor spatiale, ce o avem in timp ce incercam sa rezolvam o problema de geometrie elementara "cu och i i inchisi" Pretentia lui Kant nu ar fi sustinuta deoarece: a) stabil irea inevitabil itatii axiomelor lui Eucl id reclama faptul ca vizual izarea interioara sa fie perfect exacta, ori imaginilor noastre ale obiectelor geometrice, in primul rand, acelea referitoare la proprietati le metrice, le li pseste precizia necesara; b) noi suntem capabili sa vizualizam starea de lucruri intr-un spatiu neeuclidian Nu urmeaza din faptul ca axiomele geometrice nu pot fi cunoscute a priori, ca noi nu avem o cunostinta neemp irica intuitiva a spatiului, iar teoria kantiana a formelor de intuitie date a priori este expresia unei asem enea situati i Referinta helmoltziana la o intuitie transcendentala pare surprinzatoare din perspectiva empirista, dar benefica in plan epistemologic, deoarece anticipeaza o conceptie actuala, conform careia conceptele si teori ile sti intifice sunt creatii libere ale minti i umane, ce nu-si au originea in experienta, insa care trebuie sa fie testate de aceasta Helmholtz nu poate evita perspectiva transcendentala in sens kantian, dar distincti i le ce- l separa de Kant se impun intr-adevar, Helmholtz introduce conceptu l de corp rigid, constitutiv experientei fizice, ca un concept transcendental, dar spre deosebire de categoria kantiana, proces pur mental de organizare a datelor senzoriale, aici rolul acestei notiuni vizeaza reglarea folosirii instrumentelor materiale de masurare 208 Helm ho l tz obs erva faptu l ca ge o metria fiz ica c o m p o rta indeterm inare, dar ca adaugand la axiomele geometrie i propoziti i relevante privind proprietati mecanice ale corpuri lor naturale, ca principiul inertiei, de exemplu, si altele, constatam fie confirmarea, fie respingerea ei de experienta Acesta ar fi in interpretarea lui R Torretti un argument foarte puternic impotriva fi losofiei kantiene a goometriei si poate ratiunea principala de ce aceasta nu poate suprav ietu i descoperiri i fenomenului geometrii or neeuclidiene, deoarece o cunoastere a priori a spatiului fizic, fara continuturi fizice, nu poate sa- i determine structura lui metrica cu exactitatea pe care o pretind aplicati ile fizice Hilbert si-a constituit conceptia asupra naturii geometriei, de asemenea, prin raportare la conceptia lui Kant Dupa cum se stie, el citeaza cu un gen de veneratie pentru Kant,' celebra fraza a acestuia din "Critica ratiunii pure": "Toata cunoasterea umana incepe cu intuitii, procedeaza prin concepte si sfarseste cu idei" Dar, idei le lui Hilbert d iverg in mod neasteptat de conceptia kantiana care este invocata prin sloganul mai sus citat, mai curand, ca un pretext pentru a-si expune propriul sau punct de vedere intr-adevar, dupa enuntarea listei de axiome ale geometriei, Hi lbert considera ca activitatea meritorie si relevanta meta-matematic este "analiza logica a intuitiei noastre spatiale", un act destul de anti-kantian, daca scrutam problema in spiritul filosofiei l u i Kant Demersul hilbertian procedeaza de la intuitia spatiala la cea logica, sau mai precis la o analiza conceptuala a axiome lor geometrie i , o act iv itate pe care Kant a considerat-o nereal izabi la Concluzia lui Hilbert ar putea fi formulata in termen i i : daca intuitia spatiala este reflectata numai i n grupele i-iii d e axiome, ea nu este in intregime determ inata si nu poate fi manifestarea unu i ind ividual unic, definit, cum unele pasaje din Kant sugereaza Asadar, in ce sens Hilbert este un kantian in filosofia geometriei devine problematic in lumina unei interpretari mai putin standard a acestui aspect Referitor la Hilbert, Gadel [ 1] a scris urmatoarele, privind aspectul intuitiei: "Ceea ce Hilbert intelege prin "Anschaung" este in mod substantial intuitia spatio-temporala a lui Kant, l im itata,oricurn, la 209 configurati ile unui numar finit de obiecte discrete" Diferenta privind notiunea godel iana de intuitie (K Godel [ 1 ] ) este aceasta: termenul "Anschaung" este tradus ca fiind o intuitie concreta Poate fi vorba aici de un aspect intuitionistic in conceptia lui Hilbert despre matematica? Da, dar s-a intamplat ca in unele discutii recente asupra fundamentelor intuitionismului, cand conceptu l veritabil de intuitie - constand in aceea ca semnificatia unui enunt matematic este constituita de ceea ce va fi o demonstratie a lui - sa fie omis ( cf Ch Parsons [ 1 , p 1 66]) Friederich Ueberweg [ 1 ] dezvolta o conceptie empirista, asemenea celei a lui Mill, asupra naturii si fundamentelor geometriei, si in acest sens a sustinut ca trebuie propuse principii noi din care cele de pana atunci sa fie inferate; de fapt, sa fie propuse fapte noi ca o fundare a geometriei, ceea ce in real itate a constituit o anticipare a axiomelor lui Helmholtz din 1 866 R Torretti [ 1 ] a d istins doua pozi ti i ale lui F Ueberweg referitoare la apriorism: una conciliator ie si alta polemica, caci el accepta conceptia kantiana dupa care geometria este o stiinta apodictica, dar nu vedea de ce acest lucru ar implica faptul ca spatiul este cunoscut apriori Mai exact, afirma ca incercarea lui Kant de a arata ca natura a priori a spatiului asigura, conferea, validitatea princ􀀌pii lor geometriei, nu reusea sa le derive din aceasta natura; Kant nu a demonstrat ca nu poate exista o sti inta apodictica referitoare la un obiect empiric, Kant a admis dilema "empiric sau a priori", fi indu- i necunoscuta alternativa "elaborari i rationale a celor empiric date in acord cu norme logice, fara continturi a priori de cunoastere", noteaza F Ueberwg [ 1 , p 3 1 4] Distingand intre certitudine apodictica s i certitudine asertorica sau factuala, prima apartinand sistemului geometriei, cea de-a doua diferitelor principii considerate izolat, Ueberweg reproseaza lui Kant ca nu a observat ca teoremele derivate d i n princip i i le fort ifica, le consolideaza pe acestea din urma; adi ca consecintele in acord cu experienta confirma presupozitii le, le confera o crestere a certitudinii, care devine absoluta in Ueberweg [l, p 268] expune un aspect esential al conceptiei sale epistemologice foarte moderne, si anume face afirmatia ca chiar 2 1 0 daca cineva ar reusi sa deduca geometria din conceptul "esenta spatiului", cu aceasta nu ar doved i fundarea val iditatii cred intelor sale geometrice El nu este preocupat sa determ ine in ce rezida certitud ine principi ilor indemonstrabile ale geometriei, ci mai curand el doreste sa aduca o contributie la clarificarea rel atii lor fami l iare dintre axiome, postulate si conceptele fundamentale ale lui Eucl id, incercand sa le deduca dintr-o sursa comuna identificata in analizarea constientizari i noastre senzoriale globale, in vederea obtinerii conceptelor generale si apoi idealizarea acestora din urma, atribuindu- le o precizie absoluta in Ueberweg [ 1 , p 3 1 5 ] is i exprima credi nta ca daca vom arata ca geometria poate fi construita pe aceasta baza, atunci am pavat calea pentru "opinia corecta privind caracterul logic al axiomelor euclidiene si pentru recunoasterea geometriei ca o stiinta naturala" B Erdmann [ 1 ] a considerat ca noua geometrie a spatiului construita de Riemann si Helmholtz confirma conceptia empirista a intuitiei spatiale si infim1a fi losofia lui Kant despre spatiu si geometrie Noua teorie a spatiului ofera o definitie a spatiului de fapt in termenii axiomelor lui Helmholtz, si Erdmaim propune s-o numim un sort, ramura de ,tmpirism-apriorism", a carui esenta rezida in aceea ca toate reprezentarile noastre sunt, pe de o parte, complet diferite de constituirea si relatii le lucrurilor, iar, pe de alta parte, le corespund in orice parte in mod explicit, dar intr-un cadru ontologic mai curand primitiv, cum observa R Torretti [ l ], Erdmann [ l , p 92 si urm ] scrie: "Toate intuitiile noastre ale lucrurilor si relatii lor externe sunt produsul interactiunii, ale carei conditii depind partial de constituirea lucrurilor, partial de esenta evenimentelor fizice Noi suntem in totala ignoranta despre maniera in care are loc interactiunea, dar noi putem deriva urmatoarele concluzii din faptul existentei acesteia in primul rand constituirea oricarui element al intuitiei noastre trebuie sa depinda in parte de natura produselor care stimuleaza, in parte de modul in care acesti stimuli sunt primiti (receptati) si elaborati de activitatatile psihice in consecinta ( ) intregul material al senzatii lor noastre este pur si simplu un sistem de semne pentru lucruri, deoarece proprietatile pe care le atribuim ultimelor nu sunt nim ic decat rezultatele interactiun ii, d i ntre care un term en, anume, constituirea 2 1 1 activitatilor noastre mentale, il luam admis ( ) De asemenea, formele in care acel material al senzati ilor este ordonat - formele spatiale nu mai mult ·si nu altfel decat intelectuale - pot numai sa fie un sistem de semne pentru relati i si situati i ale lucrurilor" Urmatoarele distinctii sunt utile pentru a contura specificu l acestui "brand" de empirism num it de Erdmann "apriorism" Astfel, teoria cunoasterii afirma ca empirismul considera ca reprezentarile noastre depind in intregime de lucruri, iar ca rationalismul sustine ca reprezentari le noastre sunt independende de lucruri Dupa R Torretti [ 1 ] se mai pot distinge doua varietati ale empirismului: empirismul senzualist, conform caruia reprezentarile se afla intr-un acord deplin cu lucrurile; si empirism formalist care pretinde numai un acord partial al reprezentari lor cu lucrurile si anume cu aspectul relatiilor calitative in ceea ce priveste rationalismul, acest curent afirma ca desi reprezentari le noastre nu sunt cauzate de lucrurile externe, sunt in acord cu acestea in virtutea a ceea ce s-a num it armonie prestabilita; ca o varietate a acestei conceptii gnoseologice distingem rationalismulf ormal, conform caruia acordul amintit este numai partial si vizeaza aspectul fundamental ca formele gandirii sunt identice cu formele existentei Plecind de la specificul cunoasterii geometrice - acela ce vizeaza proprietati le metrice ale reprezentarii noastre de spatiu - Erdmann [ 1 , p 1 1 6] scrie: "rezu ltatele matem atice ne forteaza sa concludem ca reporezentarea noastra de spatiu trebuie sa fie neambiguu conditionata de efectele lucruri lor actual experimentate asupra constiintei noastre" (a pud R Torretti [ 1 ]) Ar urma sa conchidem, remarca R Torretti, ca o filosofie rationalista (al carei specific epistemologic l-am prezentat sumar in randurile precedente) sa fie incompatibila cu rezultatele investigatiei sti intifice in campul geom etriei Argumentele acestei pozitii filosofice cu priv ire la cunoasterea geometrica, extrase de R Rorretti [ i ] si comentate cu referire expresa la filosofia kantiana a geometriei, care, se pare, i-a fost sursa, sunt urmatoartele in sistematizarea oferita de autoru l citat: i) posibil itatea varietati lor (manifolds) "n"-dimensionale (n> 3) arata ca influenta experientei, i e a lucruri lor care ne afecteaza din exterior, determina in mod actual reprezentarea noastra particulara de spatiu Acest 2 1 2 punct de vedere exprimat in Erdmann [ 1 , p 1 46] i se pare nesemnificativ din punctul de vedere al fi losofiei kantiene a geometriei, deoarece asertiunea fundamentala a acesteia - natura a priori a intuitiei noastre de spati u este compatibila cu existenta logica a altor spatii avand o structura diferita; ii) Erdmann [ l , 59, 9 1 , 1 46] opineaza ca fundamentele geometriei implica concepte empirice, ca de exemplu, corp rigid, miscare, un punct de vedere sustinut, cum am vazut dej a, si de Helmholtz, dar se stie ca nu exista corpuri perfect rigide, prin urmare un asemenea concept nu este extras din experienta; iii) reprezentarea de spatiu a fost generata independent de experienta, prin forta spontana a spiritului; daca este numai forma intuitiva universala de receptivitate a lucruri lor externe, in sens kantian, atunci nu este posibil sa formam reprezentari intu itive ale altor varietati tridimensionale cu proprietati metrice diferite Erdmann [ 1 ] afirma ca Helmholtz a tratat acest l ucru Deoare;ce suntem incapabili sa imaginam un spatiu cu mai m u lt de trei dimensiuni, prin inversarea argumentului, spune Torretti, se poate concl ude ca tridimensional itatea nu este o caracteristica empirica a spatiului in concluzie, geometria ar respinge rationalismu l, psihofiziologia perceptiei respinge senzualismul, oamenii de stiinta impartasescformalismul empirist, dupa care perceptii le senzuale retin structura re lational a a l ucruri lor, mai ales cand este conceputa cantitativ si care, de fapt, exprima structura lucrurilor in ceea ce- l pr iv es te pe Erd m an n , e l e s te nevo it, dato r i ta resp i n ge r i i senzualismului, sa adopte un apriorism empirist in filosofia geometriei Filosofia geometriei, elaborata de Erdmann, a fost insa convingator exp licitata de unii autori, intre care R Torretti [ 1 ] Acest autor discuta cateva asertiuni tari ale nucleului acestei filosofii a geometriei Astfe l, o prima asertiune pericl iteaza intregul sistem al empirismului geometric, caci, spune Erdmann [ 1 , p 1 5 8] (a pud R Torretti), "noi nu putem recunoaste acele iregularitati (faptul ca suprafetele si corpuri le actual percepute arata iregularitati care sunt ignorate de geometria elementara), pana ce nu avem un concept de regula de la care ele diverg"; am putea spune ca este aici stabi lita o seif-inconsistenta interna a empiri smului geometric O alta aserti une, a se vedea Erdmann [ 1 , p 1591 (aptul 213 R Torretti), este aceasta: " idealitatea concepte lor de constructie nu excl ude originea lor empirica", argumentul acestei teze fi ind faptul ca invoca, nu specificitatea sursei, ci omogenitatea elementelor spatiale de care ar depinde Dar nici prin aceasta asertiune nu se obtine o forti ficare a pozitiei empiriste in fi losofia geometriei, ci mai curand o subm inare a ei Geometria nu poate fi tratata ca o disciplina sti intifica em pirica, aidoma celor care investigheaza calitatea, ci opereaza cu defin itii, postulate, axiome, apeleaza la metode deductive, ceea ce confera rezultate lor ei - teoremele - o generalitate si necesitate ca cele pretinse de principiile care o fondeaza Demersul geometric nu consta intr-o simpla analiza a intens iunii conceptelor ei, ci este o autentica sti inta sintetica, axiomele aplicandu-se la noi concepte ale constructiei geometrice Erdrnann este in favoarea rationalismulu i prin afirmatia ca geometria se dezvolta independent de orice experienta particulara, deoarece "ea presupune ca reprezentarea spatiului, ale carui relatii de constructie sunt studiate de ea, este la fel de val ida pentru orice experienta" (Erdmann [ 1 , p 176]), un pasaj in stil si continut prin excelenta kantian Ceea ce este surprinzator este ca pe aceeasi pagina Erdmann scrie in stil riemannian, remarca Torretti [ 1 ]; intr-adevar, textul lui Erdmann [ 1 , p 1 70] este relevant pentru interpretarea data de Torretti caci sustine asemenea idei: "O investigatie exacta a cazuri lor l imita ale relatiilor metrice poate releva o divergenta de la constanta sau de la valoarea nula a curburii aceasta reprezentare corectata de spatiu va deveni subiect specific al cercetari i geometrice, pana cand noi suntem eventual i condusi prin progresul urmator, in cazu l acestu i nou rezu ltat devi ne nesat isfacator sa facem o revizuire a proprietati lor de congruenta si suprafata plata" Pentru B Russel!, problema centrala a fi losofiei geometriei consta in a determ i na statutu l acestei d i sc i p l i ne st i i ntifice, ad ica daca cunoasterea geometrica este necesara, apodictica sau a priori O atentie speciala el acorda conceptului de a priori, pe care il considera in sens kantian - cunoastere a conditi i lor cerute de orice experienta, sau un gen de experienta - si respinge acceptia psihologica a tennei] ului ca irelevanta 2 1 4 pentru o cunoastere ce se vrea necesara; de aceea el va lua termenul de cunoastere a priori intr-un sens kantian veritabil, adica intr-un sens logic, obiectiv transcendental intentia princi pala a preocupari lor sale de filosofia geometriei a fost sa arate ca geometria proiectiva si geometria metrica generala a spatii lor "n"-dimensionale maximal simetrice au o natura a priori in conceptia lui Russel l, spatiul fizic are trei dimens iuni, iar curbura lui, aproximativ egala cu zero, este un fapt contingent Asadar, programul russellian in domeniul fi losofiei geometriei a vizat stabi lirea naturii a priori a geometriei si, in acest scop ganditorul britanic si-a propus: a) identificarea axiomelor din care prin intermediul deductiei logice sa poata fi derivata orice propozitie a geometriei; b) elaborarea unei deducti i transcendentale a axiomelor, care, in fapt, in conceptia sa sunt asertiuni despre (sau ale) G,onditi(i lor) generale ale pos ibilitatii experientei, sau ale unui gen anumit de experienta El enunta doua l iste de cate trei axiome pentru geometria proiectiva (PG), respectiv pentru geometria metrica generala (GMG) Asuma un "principiu al diferentierii", conform caruia orice este experimentat este distins ca divers, principiu cerut de particularitatea remarcabila a oricarui gen de experienta care angajeaza o constientizare a "diversitatii in unitate" R Torretti [ 1 ] , invocand Russel l [ 4, p 1 3 6] , care spune ca "acest e l ement, l u at izo lat, si abstras d i n continuturi pe care le diferentiaza, noi il putem numi o forma de externalitate", remarca in context specificul celor doua l iste de axiome enuntate pentru PG, respectiv GMG, sublini ind ca prima l ista enunta proprietati comune oricrei forme de extemalitate conceptibila, pe cand a doua, mai restrictiva, are de-a face numai cu conditii cerute de determinarea cantitativa a formei de extemalitate De aici particularitatea axiomelor pentru GMG, de a nu fi in mod necesar adevarate, de spre orice experienta, cac i au in componenta lor numai determ inarea cantitativa a experientei acreditata de masurare, si, in consecinta, ele sunt mai curand demne de crezare ca o fundare a stiinte i naturale C o m p a rare a i nterpret a r i i kantiene, p r i v i nd "exp unerea transcendentala a notiunii de spatiu" , cu cea russel liana privind deductia 2 1 5 axiomelor geometriei il avantajeaza, dupa R Torretti [ l , p 302-3 03 ], in m od clar pe gand itoru l eng lez i ntr-adevar, Kant a pret ins ca reprezentarea noastra intuitiva, obisnuita a spatiului este i ndependenta de experienta, deoarece reprezinta insasi sursa geometriei euclidiene, despre al carei statut impartasea credinta ca ofera o cunoastere in mod necesar adevarata Kant nu s-a interogat asupra statului axiomelor eucl idiene in virtutea credintei ca noi nu putem expl ica de ce spatiu l cu care operam in experienta noastra are structura stabil ita de Eucl id si, in conseci nta, el n-a procedat la o demonstratie ca orice ax ioma a "Ele mentelor" exprima o conditie necesara a oricare i experiente conceptibile sau a oricarei experiente cantitative conceptibile Argumentul (demonstratia) transcedental(a) kantian(a) privind natura a priori a geometriei se confrunta cu dificultati in relatia cu dezvoltarile din studi i le fundationale de geometrie, daca avem in vedere ca sunt azi disponibile si curente sisteme consistente ale geometriei diferite de cel euclidian si chiar de cele prezentate de Russel l in PG si GMG Asadar, necesitatea unui sistem axiomatic al geometriei cere un argument transcendental pentru axiomele alese Trebuie remarcat ca esecul tentativei lui Russell de a oferi o demonstratie pentru necesitatea axiomelor PG si GMG, este astazi apreciat ca o discreditare a apriorismului in domeniul filosofiei geometriei, conclude in final R Torretti [ l ] Se accepta ca numai teoria multimilor ar putea constitui o presupozitie a oricarei experiente, dar opinia lui Russel l este ca avem in acest caz de-a face cu o aprioritate in sens trivial, derivata din statutu l acestei discip l ine matematice ca ramura a logicii; teza poate fi sustinuta numai daca extindem logica dincolo de limitele ei traditionale fixate Esenta epi stemologiei lui Poincare o constituie conventionalismul, piesa centrala in simtul comun sanatos in fond, acest conventionalism poate fi rezumat prin cateva asertiuni de baza, care angajeaza dificu ltati in dispute si polem ici pentru oponenti i lui, tocmai pentru ca acestia cu greu nu pot fi de acord, in publ icul prizat la simtu l comun, cu tezele sale principale: stiinta are de-a face cu fapte crude si relatiile lor care exista independent de vointa oamenilor de stiinta si sunt cunoscute prin simturi; 216 pentru a rationa despre aceste fapte si relatii dintre ele, in vederea stabilirii caracteristici lor si conexiunilor lor comune, savantii recurg la conventii, trebuie sa cada de acord asupra unor conventi i privind maniera de folosire :1 metodei de descriere; dar, multe dintre conventii sunt vechi si din aceasta cauza acordu l este uneori dificil O problema este insa urmatoarea: la nive lul enunturi lor stiintei este destul de difici l sa tragi o l inie de demarcatie intre elementele (aspectele) conventionale si cele factuale Elementele conventionale in cunoasterea umana i-au atras atentia inca lui Hobbes, in secolul al XVii- iea; prob lema a fosr reluata in secolul al XiX- iea legat de definirea si identificarea sistemelor inertiale in mecanica Conventionalismul filosofiei geometriei a lui Poincare a fost studiat de Rougier ( 1 920) si de Max B lack ( 1 942) Max Black a observat, in i nterpretarea pe care e l a propus-o, ca doctrina conventi onalista a ganditorului francez vizeaza distinct geometria pura (in ansamblul de teorii axiomatice formale) si geometria aplicata (situatia cand una dintre aceste teorii formale a prim it o interpretare fizica) Conventionalismul geometric sustinut de Poincare nu este cel in sensul tare al termenului, Poincare sustine un conventionalism in sensul slab al cuvantului, caci tot ceea ce el afirma este teza traductibilitatii teorii lor axiomatice formale in teori i deductive contrare lor si nu in orice teorii; referitor la caracterul conventional al geometriei aplicate, acesta decurge din conventionalitatea geometriei apl i cate Dar l u i R Torretti i se pare discutab i la teza caracterului conventional al geometriei pure si reia in context punctul de vedere exprim at de Sklar [ 1 , p 4 5 ] , conform caru ia, deoarece propoziti ile geometriei pure nu sunt nici adevarate nici false, ele nu pot fi conventional adevarate sau false Poincare, insa, a sustinut ca geometria este conventionala deoarece ea nu este nici adevarata nici falsa, iar el na folosit expresia "adevarat prin conventie" pe care ar fi considerat-o lipsita de semnificatie Punctul de vedere al lui R Torretti [ 1 ] este urmatorul : "o discipl ina sti intifica este conventionala cand enunturile sunt adoptate sau respinse pe alte ratiuni decat adevarul sau falsul" in teoriile axiomatice, deci si in geometria pura, se iau asemenea decizi i? 2 1 7 S ituatia nu este de loc aceasta, deoarece aceste teorii coexi sta avand drepturi epistemice egale, iar o alegere, sau preferinta, intervine numai pentru o invest igare mai atenta a teoriei in cauza si aceasta numai temporar Numai daca fiecare teorie axiomatica este traductibi la in oricare din contrarele ei, atunci geometria aplicata, matematica apl icata, sunt conventionale Daca o teorie T, ce descrie adecvat fenomenele unui domeniu, este traductibila numai in unele dintre contrare, dar nu in toate, atunci situatia este ev ident diferita si nu mai putem sustine ca geometria apl icata, matematica apli cata, sunt conventionale (Geometria plana euc l idi ana nu este traductib i la in geometr ia plana BL - BolyaiLobacewski - caci prima introduce termeni noi adaugati axiomelor, definiti ilor la teoria (aticelor) Contraexemplele citate de R Torretti [ 1] constituie o baza suficienta pentru respingerea versiunii interpretative a conventional ismului geometric propuse de M Black [ i ] in sinteza, retinem ca desi distinctia dintre geometria pura si geometria aplicata circula in epoca, in mod curios, Poincare n-a folosit-o Dar, ceea ce este mai esential, abordarea lui B lack extinde caracterul conventional al geometriei la scara intregi i matematici aplicate, ceea ce ar angaja posibilitatea ca orice teorie in fizica matematica sa fie inlocuita cu negatia ei, cu conditiasa va veritate, sa reinterpretam adecvat, convenabi l, unii dintre termenii ei, consideratii care nu sunt prezente in ansamblul doctrinei conventionaliste a savantului francez, care s-a multumit sa afirme numai ca ingredientul geometric al teori i lor fizice, relevant pentru descrierea caracteristici lor spatiale ale fenomenelor, nu este impus de experienta, ci poate fi ales l iber de omul de sti i n ta Poi ncare face o d i stinctie re levanta intre ap l icarea conventionalismului geometric pe care il profeseaza: "spatiul geometric", de care depind caracteristicile spatiale (dintre, directie, continuitate, numar de dimensiuni, relatia de continere, contiguu, separat, interior, exterior etc ) si "spatiul sensibil", ansamblul caracteristicilor spatiale ale fenomenelor, asa cum acestea apar simturilor noastre, si afirma ca teza conventionalista se apl ica numai prim ului gen de spatiu (geometric) Pentru fi inte umane cu o alta educatie intelectuala, geometrica, 2 1 8 decat cea euclidiana, va fi valabila o alta geometrie in care acestea vor local iza fenomene le lumii externe - vor construi un spatiu neeucl idian, sau, poate, un spatiu cu patru dimensiuni si, in consecinta, vor conecta fenomenele intr-un spatiu neeuclidian, a sustinut in Poincare [ i ] Poincare a sustinut intersanjab i l itatea a doua geometrii diferite metric, insa in acord din punct de vedere topologic, si, mai mult, nu a negat posibi l itatea folosirii in fizica a geometrii lor topologic neuzuale, afirmand expl icit ca proprietatea topologica - numarul de dimensiuni - este stipulata conventional, dar sugerata de experienta; Poincare afirma ca experienta ne arata ca spatiul cu trei d imensiuni este mai comod iar in Poincare el spune si mai expl icit ca " lumea externa, experienta ne determ ina sa alegem 􀙫n mode l potential cu trei dimensiuni" Deoarece dupa Poincare apriorismul si empirismul sunt false, conventionalismul ramane singura alternativa viabi la El contesta natura a priori a geometriei, afirmand ca daca orice sistem geometric ar fi adevarat a priori, atunci nu ar fi de conceput un sistem contrar, la fel de rational, adica un sistem care neaga, in mod consistent, un principiu al sistemului anterior; ori, experienta stiintifica a infirmat acest lucru, sistemele de geometrie neeuclidiene raportate la cel euclidian fiind o proba concludenta Dar critica apriorismului facuta de Poincare i se pare lui Torretti insuficient (de) intemeiata, deoarece relevanta ei s-ar proba numai daca s-ar mentine in planul geometriei pure, unde cunoasterea a priori a relati ilor de consecinta logica dintre axiome si teoreme, relativ la un sistem geome­ tric, nu este incompatibila cu cunoasterea a priori a altor sisteme de geometrie pura Demonstratia lui Poincare respinge numai teza conform careia structura geometrica actuala a lum i i fizice, asa cum aceasta a fost expusa in "Elementele" lui Euclid, este logic necesara s i deoarece in "Critica ratiunii pure" necesitatea geometriei nu este logica, absoluta, ci contingenta, depinzand de constitutia mintii umane, se poate afirma ca Poincare nu l-a inteles pe Kant atunci cand formuleaza critica apriorismului geometric in termenii aratati intr-un studiu din 1 89 1 asupra geometriei neeuclidiene, inclus in Poincare [ 1 , p 74], argumentul matematicianului 2 1 9 francez, este enuntat in propozitiile: "Sunt axiomele geometrice j udecati sintetice a pri orice, cum a spus Kant? Ele se vor impune noua cu o asemenea forta ca noi nu vom putea concepe propozitia contrara sau sa construim o teorie pe aceasta There would not be non-euclidian geometry'' iar intr-un alt studiu ( 1 895), inclus de asemenea in "stiinta si ipoteza", argumentul lui Poincare va viza m ai direct si mai specific conceptia kantiana: "Daca spatiul geometric este un cadru impus asupra fiecareia dintre reprezentarile noastre considerate individuale, va fi imposibil sa reprezentam o imagine demontata din acest cadru si noi nu putem sch imba nimic in geometria noastra" (Poincare [ l , p 88]) Adresa argumentari i lui Poincare este oricum gresita, vadind neintelegerea doctrinei filosofice a lui Kant despre geometrie Pentru filosoful german spatiul nu este conceput ca un cadru impus asupra fiecarei percepti i senzoriale a noastra luata individual, ci asupra tuturor percepti ilor senzoriale considerate ca multiplicitate Dar in Poincare avem expusa o conceptie care asuma asem anator unui kantianism modificat, consonant cu spiritul original al acestei filosofii Daca imm Kant scria ca intuitia a priori a spatiului poate fi descrisa ca o constiinta (Bewusstsein) a unei aptitudini a noastre de a percepe lucrurile conform anum itor relatii, Poincare, in lucrarea citata, scrie expres urmatoarele: "Eu voi conclude ca noi toti avem in noi intuitia continuului de un numar arbitrar de dimensiuni, deoarece noi avem facultatea construiri i unui continuu fizic si matematic Aceasta facultate precede orice experienta, deoarece fara ea asa-numita experienta va fi imposibila si se va reduce la senzatii crude, incapabile de a fi organ izate in nici un mod; aceasta intuitie nu este nimic decat constiinta acestei facultati" Se observa, deci, o evolutie a conceptilor epistemologice despre geometrie ale savantului francez, in sensul stab i l irii unei strategii din ce in ce mai adecvate El a negat ca posedam o constiinta neempirica a spatiului ca un cadru universal in care este localizata orice perceptie senzoriala, sau, in terminologie kantiana, ca avem o intuitie a priori a spatiului ca o forma a spatiului extern si a incercat sa arate ca spatiul si 220 geometria se nasc dintr-o activitate intelectuala a comparari i si reflectarii asupra perceptiilor senzoriale Dar spre sfarsitul vieti i, noteaza R Torretti 11], Poincare a sustinut ca exista intuitie geometrica identificata, de pi lda, ca sursa a axiomelor de ordine ale lui D Hilbert insa o asemenea intuitie nu este nimic altceva decat facultatea de a construi un continuum n-dimensional si decizia de a pune n = 3 ca si defin itia metricii trebuie sa urmeze experienta Pe de alta parte, combaterea empirismului geomefric il va conduce pe Poincare la o forma mai rafinata de empirism, parca antici pand evo lutia acestuia, ce avea sa- l faca dominanf in epistemologia secolului al XX- iea interpretii operei epistemologice a lui Poincare invoca cu precadere doua asertiuni relevante euristic dar si semnificative pentru epistemologia geometriei lui Prima: Geometria nu poate fi o stiinta empirica, deoarece ea nu po􀙬te constitui un subiect susceptibil de revizuire in lumina cresterii experientei; a doua: Geometria este o sti inta exacta, in timp ce sti intele empirice sunt totdeauna aproximative Prima asertiune sugereaza ca Poincare pare sa fi avut in vedere geometria pura, dar, in fapt, el a discutat despre fundamenfele geometrice ale mecanicii A doua asertiune este revelatoare pentru un anum it gen de intelegere a teoriilor fizicii matematice, si anume, Poincare a crezut ca acestea, in ciuda exactitatii lor matematice, pot fi comparate cu, coroborate si respinse de fapte fumizate de observatii si experiemnte De la aceasta conditie face exceptie geometria aplicata sau fizica, deoarece trebuie sa medieze intre teorii si fapte, adica, mai precis, descriptia geometrica, geocronometrica ofera posibil itatea am intitei comparari a teoriilor cu faptele Traducerea "cartii naturii" se face cu aj utorul mai multor sisteme de geometrie, exigenta care este formulata este ca respectivele continuturi predictive ale teoriei fizice sa ramana nealterate Aceasta ar fi interpretarea pe care o propune R Torretti, care crede ca desi nu a gasit dovezi directe si relevante pentru ea in opera lui Poincare, a considerat-o verosim ila in v irtutea manierei, in care savantul francez a explicat notiunea de "spatiu geometric", care pentru acesta nu era decat spatiul mecanicii in l um ina interpretari i propusa de R Torretti [i] devine inteligibila credinta ca geometriafi zica este exacta si nu poate fi revizuita in lum ina experientei Respingerea empirismu lui 221 de catre Poincare pare sa rezide in raportul asimetric dintre structura geometrica a spatiului si informatia empirica, manevrabilitatea unor sisteme de geometrie fi ind datorata, in primul rand structurii lor proprii, si numai in al doi lea rand, unor caracteristici ale materialu lui empiric asupra caru i a poarta i n Po i n care ( 1 , p 1 0 1 ] el scrie textual : "Experimentele ne invata numai relati ile corpuri lor; nici unul nu are relevanta asupra corpurilor cu spati ul sau asupra re lati i lor mutuale, reciproce dintre diferitele parti ale spati ulu i" Legea relativ itati i pe care el a formulat-o, verificata de experienta conform geometriei euclidiene, enunta ca starea corpurilor si distantelor lor reciproce depinde de cea de la momentul initial si nu de relatiile lor cu spatiul absolut Legea relativitati i cere in apl icatie considerarea un iversu lui ca un intreg Dar, daca sistem ul nostru material este universul ca intreg, atunci experienta nu ne poate spune ceva relevant despre pozitia lui absoluta si orientarea lui in spatiu instrumentele ne releva numai starea partilor universu lui si a distantelor reciproce dintre ele in "stiinta si ipoteza" (p 99) Poincare formuleaza urmatoru l enunt al leg i i re lativ itati i : "Lecturi le (interpretari le) pe care l e putem face asupra instrumentelor noastre la un moment dat, vor depinde de lecturile pe care noi le-am putut face asupra acelorasi instrumente la momentul initial" Acest enunt fi ind independent de interpretarea geom etrica a lecturi lor, legea relativitatii nu ne poate autoriza sa decidem intre geometria eucl idiana si cea neeucl idiana Experienta nu ne poate invata nimic despre relati ile materiale dintre diferitele parti ale spatiului, fapt adevarat si despre spatiul absolut, asa cum a fost conceput in mecanica clasica Daca fenomenele nu exprima nimic decat relatii mutuale dintre corpuri, atunci este dificil sa intelegi de ce descriptia lor geometrica ar trebui relevata de experienta Poincare, noteaza Torretti [ 1 ], se pare ca a aj uns la o conceptie diferita despre spatiu, pe care insa, nu a reusit sa o clarifice Daca presupunem ca intelegem geometria fizica ca o structura matematica, a carei mu ltime fundamentala este alcatuita din corpuri materiale ("particule", fenomeneeven imente), atunci experienta releva relati i mutuale dintre diferitele parti ale spatiului, iar enuntul lui Poincare devine trivial fals 222 CAP iTOL U L V S i TUA TiA ACTUALa iN F i LOS O F iA ' MAT E MAT i C i i 5 1 FiLOS OFiA G EN E RA La s i FiLOSOFiA MATEMATiCii: REALiS M , N OMiNALiS M , C O N C E PTUALiSM Orice dictionar fi losofie respectabi l (a se vedea si "Dictionar filosofie" (EP 1 978)) consemneaza in dreptul acestor termeni urmatoarele (aspecte) lucruri: realismul, curent specific fi losofiei medievale (ca de altfel si celelalte doua - nominalismul si chiar conceptualismul!) afirma ca "notiunile generale, abstracte constituie "realitati " de sine statotoare, cu caracter spiritual, anterioare lucruri lor individuale, independente de acestea, ca si de activitatea intelectului uman Sintagma re levanta (arhicunoscuta) pentru esenta acestui curent fi losofie este: Universalia sunt realia", adica universalele au realitate, idee care explica si numele de realism Realismul reprezinta linia de gandire platon iciana si are ca reprezentanti de seama pe Anse lm de Canterbury, Gu il l aume de Champeux, Toma D' Aquino; nominalismul a fost sustinut de adeptii scolastici ai lui Aristotel si a reprezentat punctul de vedere fi losofie opus (in problema existentei universaliilor) Nom inalistii sustin ca "numai lucruri le individuale au existenta reala, generalul nu exista nici separat, nici in lucruri, iar notiuni le generale (universale) (in latina univcrsalia) 223 nu sunt decat simple cuvinte, nume ale lucruri lor" Expresia care rezuma esenta nominalismului este "universalia sunt nomina ", ceea ce ne explica si numele curentu lui Dintre cei mai de seama reprezentanti am intim pe Roscel in din Compiegne Duns Scot si W Occam in scolastica medievala s-a constituit si o a treia conceptie-curent num ita conceptualism, pozitie filosofica inaugurata de Abelard si ai carei reprezentanti au facut tentativa de a (re)conc i l ia nom inal ismul si real ismul Conceptual ismul are in comun cu nom inal ism ul negarea existentei generalului in lucruri le individuale, insa, in contrast cu acesta, adm ite ca avem posibil itatea de a forma notiuni generale, num ite de adepti i lui concepte si care ne ofera o cunoastere autentica relevanta despre un numar chiar infinit de indivizi Uneori termenul conceptualism este in locuit cu cel de constructivism, dar nu in sensu l special al termenului de constructivism matematic, care a cunoscut mai multe variante in filosofia contemporana a matematicii: intuitionismul (olandez) a lui Brouwer si Heyting,finitismul lui D Hilbert si constructivismul lui A A Markov Constructivismul, conceptie despre natura matematicii, pune accent pe rolul intuitiei si al constructiei in matematica si formuleaza restrictii in folosirea regulilor clasice de rationament si definitie, restricti i care vizeaza in special legea tertiului exclus si definitiile impredicative Dar, revenind la conceptual ism, dictonul sau specific este "universalia post rem", care explicit ne spune ca un iversalul nu este in lucruri, ci dupa lucruri, adica in minte Asadar, universalele, dupa conceptualism, sunt inventi i ale m i nti i u m an e S - a spus ca d aca con s i de ram conceptual ismul ca o "teorie psihologica", atunci programul sau nu poate fi realizat, insa, colapsul conceptualism ului psihologic", ca sa folosim sintagma lui Stegmti ller [ 1 ], nu inseam na colapsu l conceptual ismului in general Se are in vedere comceptualismul constructiv, (care are in Hao Wang pe unul dintre cei mai importanti reprezentanti), ce numai poate fi tratat ca o pozitie ontologica intermediara, intre realism (platonism, termenii sunt aproape intersubstituibi l i) si nominalism; cu o expresie p l astica stegm ti l leriana, acest conceptual i sm este o "mladita" a platonismului, care atunci cand ne limitam laplatonismul extensional i 224 se adauga anum ite exi gente de constructie, de exemplu, ,,conditiile care definesc "; urmeaza sa se conformeze unor anum ite principii de constructie, incat structura conceptual ismului cons truct iv imbina asum ptii platon iciene cu asum pti i constructiviste Adaptand problema la contextu l matematicii, vom observa ca realismul, nom inalism ul, conceptualismul se revend ica drept programedirectii de reconstructie a ontologiei matematicii, analoage le mari lor curente fi losofice (cu ace lasi nume) din evu l mediu constituite in problema un iversalilor i n reformu lari adaptate la contextul problemei existentei matematice si in legatura cu redefinirea "statutului ontologic " al obiectelor matematice dar si reconstituirea unor criterii adecvate ale existente i in matematica, realismul este o filosofie a matematicii care considera ca obiect ele matem at ice au o ,exi stenta in sine complet autonoma, nelocalizabila spatio-tem poral si, ev ident, independenta de cons truct iile umane, conceptuale si lingvistice; conceptualis mul afirm a ca entitatile matematice au statutul unor con struc tii mentale, sunt creatii ale activitatii umane concept uale, prin urmare sunt abstractii care nu au real itate ca atare; nominalismul este o conceptie metafizica veche si care niciodata nu a av ut o aud i enta populara, apreci ata ca prea "ingusta " ontologic, incat s-a spus despre ea in aceasta privinta "ca exista mai mult in cer si pe pam ant decat este visat in onto logia nom inal ista" , apud R M Martin ; prin urmare, este acred itata ideea ca onto logia nom inalista nu este adecvata pentru matematica si sti i nta teoret ica i n realitate, se intam pla ceva mai mult si anume se considera ca nomi nal istii au es uat in tentativa lor de a oferi o semantica adecvata pentru scopurile analizei fi losofice B van Frassen remarca in termeni drastici ca nom inal ism ul contem poran , pentru aceste motive aratate si alte le, este vazut ca un esec total in viziunea nom inalismului exi stenta matemat ica este redusa la limbaj, la configurati i finite de semne realizabile spatiotemporal si, in consecinta, se neaga existenta unor obiecte abstracte non-spatia-temporale Cititoru l care se fam ilia ri zeaza cu literatura problemei in discutie poate fi derutat in planul term inologiei: pe de o parte, avem realism, 225 conceptualism, nominalism, pe de alta parte logicism, formalism, intuitionism, iar suficient de frecvent intalnim si termenii platonism, constructivism Se considera ca primul triplet apartine filosofiei generale, in timp ce al doilea este semnificativ pentru fi losofia matematricii Prima facie, asa pare sa fie si, mai mult, suntem tentati sa- i urmam pe acei autori care considera ca logicismul, intuitionismul si formal ismul ar reprezenta variantele moderne (in filosofia matematicii) corespunzatoare, in aceasta ord ine, real ismului, conceptualismului si nominalismului, concepti i cu indelugata traditie in fi losofia generala Numai ca la o scrutare atenta acestea din urma sunt directii de gandire construite prioritar in legatura cu problema existentei universaliil01􀊷 in timp ce logicismul, formal ismul, intuitionismul, in calitatea lor de mariprograme fundationiste, contin doua aspecte importante: i) asum a o baza fi losofica despre natura matematicii, in mod esential fiind centrate pe problema existentei matematice si, in aceasta privinta, ne apar ca "specializari ", moduri specifice in campul filosofiei matematicii ale celor trei concepti i: real ismul, nom inalismul si conceptualismul; i i) al doi lea aspect se refera la statutul de programe metateoretice ce il au logicismul, formalismul si intuitionismul, prin care ele exced "substantafilosofica "acoperita" de real ism, nominalism, conceptualism (Pentru detalii vezi si M turlea [ 1 ]) Dar dificultati in "al iniere" apar din situatia ca uneori "substanta comp lexa" a unuia dintre marile programe fundationiste nu poate fi explicata (acoperita) prin apel l a varianta clasica corespunzatoare din filosofia generala De exemplu, formalismul se revendica din nom inalism, dar presupune si conceptii kantiene (a exista = a fi "on paper", intuitia fi i n d luata dre pt perceptie in sti l kantian) si asum pti i instrumentaliste, dupa cum dificultati emerg din analiza logicismului (fragean) unde "obiectivul nereal" transcende viziunii platoni ste, iar o explicatie relevanta a intuitionismului angajeaza in discutie si aspecte specifice kantianismului si constructivismului, ultimul revenit si el in contemporaneitate, in urma "colapsului" ce l-a marcat ca teorie psihologica a constructelor; revine ca ceea ce se numeste conceptualism constructiv, vezi cel profesat de Hao Wang in fine, mai deruteaza faptu l 226 ca in literatura de fi losofia sti intei in general, a matematicii in special, sunt tot mai mult prezente studi i si cart i consacrate real ismu lui, platonismului, nom inal ismului, conceptualismului constructiv (vezi : N Goodman [ i ]), Quine , Henkin , Bernays P , On Platonism, in Benacerraf P and Puinam H (eds) , R M Martin [ l ] , H Puinam [ i ] , S Barker [ i ] , Hao Wang [ l ] etc ), unde de aceasta data acestea nu mai sunt tratate nici macar numai ca o " reconstructie rationala actuala" a lor, ci ca perspective actuale, chiar recente, de abordare, sa spunem, a l imbaj ului matematic (L Henkin ), a reconstructi ei matematicii si logicii si altele (vezi aproape toti autorii mentionati, la care adaugam numele lui Stegmtiller) Riscam afirmati a ca s-a produs chiar o "tranzitie" de la aspectul fundationistJfilosofic) la cel fundational (tehn i co-m etateoreti c) si c h i ar daca in unele cazuri "am biti i le" reconstructioniste s-au dovedit vane, este de remarcat ca autori ilustri au lucrat in aceasta di rectie si este suficient sa rosti m numele lui B Russell, Quine, Goodman, Henkin si altii in ceea ce priveste termenii platonism si constructivism, cum se stie, sunt de sorginte filosofica, primul, evident, desemnand conceptia filosofului grec Platon; cel de-al doi lea, desi are radacini in filosofie, insemnand o conceptie care sustine caracaterul activ si creator al gandirii abstracte in cunoastere (vezi kantianismul, neokantianismul si hegel ian ismul), si-a gasit autentica legitim itate pe terenul matematici i, asa cum deja am schitat; despre acesta din urma observam ca circula si ca ,􀊶ubstantiv ": constructivismul matematic dar, m ai recent, in scopul "revigorari i" conceptualismului "epuizat", si ca adjectiv, ca in sintagma lui Hao Wang; conceptualism constructiv; constructivism ul in varianta finitista h i lbertiana si cea intuition ista sacrifica drastic parti ale ontologiei matematicii Prestigiul directiei constructive, cu audienta in anum ite medii, a fost sustinut si de adepti i nom inalismului si ai formal ismului, dupa cum s-a incercat sa se formuleze consideratii nominal iste pornind de la real izari constructive si formal iste Ar ramane in discutie numai relatia dintre ,,real ism si platonism" Cercetarea bibliografiei acestei probleme "induce", cel putin, impresia ca extensiunea termenului real ism este mai vasta, el fiind folosit 227 la nivelul intregii stiinte teoretice, in timp ce numai , realismul matematic" ar fi suficient sa acopere ceea ce refera platonismul; cu alte cuvinte, platonismul (ontologic, extensional, intensional) ar parea sa aibe uzanta si legitim itate in sfera matem aticii, mai corect in cea a fi losofiei matematicii Poate ca lucrurile vor deveni mai clare pe parcursul derularii cons iderati ilor noastre si al acestor remarci prelim inare care urmeaza imediat Tennenul "realism" este folosit in filosofia sti intei in mai multe accepti i Dupa P Maddy [ 1 ] am putea sistematiza trei sensuri : i) primu l, si am zice cel mai ori ginar (original ! ), este cel prezent in discuti ile referitoare la prob lema universalelor, unde are ca parteneri-rival i nom inalismul s i conceptual ismul; i i) a l doi lea sens, priveste angajarea in discutii asupra existentei lum i i exterioare si in care rolul realismului contrasteaza cu cel al fenomenal ismului, si mai general, cu ce l al idealismului; iii) cel de-al trei lea sens al termenului este relevant in discutii si confruntari ce privesc statutu l entitatilor teoretice avand ca oponenti operationalismul si instrumental ismul in cele ce urmeaza ne intereseaza primul si al treilea sens al termenului, dar numai indirect, sau daca vom inte lege prin real i s m , realism matematic, a carui semnificatie fiind dupa opinia noastra, acoperita, echivalata de platonism, si deci intersubstituibi l itatea acestor doi termeni fi ind perm isa noi vom intrebuinta preponderent tennenul platonism (matematic) 5 2 P RO B LEMA U NiVE RSA LiLO R ; P LATONiSM s i N O MiNALiS M , ABO RDARE LOGiC O-LiNGViSTiCa si E PiSTEMOLOGiCa Problema universali ilor are o lunga traditie strabatuta de dispute si controverse ce au angajat cele mai diverse si contradictori i poziti i fi losofice: platon ism, nom inalism, conceptual ism, ca si variantele specifice ale acestora: logicism, formalism, constructivism, acesta din urma inclusiv in forma sa "tare", ca intuitionism Aceasta problema se "despica" intr-o "gama" de suprobleme: exista universali i? universaliile 228 exi sta numai in m intea noastra? sau, in real itate? si daca au o existenta independenta, universali ile exista in si prin lucruri particulare, sau au o existenta separata? W Stegmtiller [ 1 , p 1 ] observa "ca n ici azi nu avem un raspuns satisfacator daca dincolo de lucruri le lum i i reale trebuie sa acceptam obiecte de un fel in intregime diferite, de exemplu forme ideale, posibil itasi nerealizate si valori" Adversarii cei m ai intransigenti ai acestei probleme sunt em piristii, care o cal ifica drept pseudo-problema, cons iderand ca nu exista nici un temei pentru adm iterea, acceptarea acestor entitati - universalii - in general asimilate sortului de entitati - ideile platoniciene, declarate, prin invocarea "briciului lui Occam", ca superflue Dar procedeul renuntarii la acest gen de obiecte contrasteaza flagrant cu legitim itatea unor forme ideale, obiecte, structuri ca mu ltim i, clase, relatii, numere, functi i din campul matematici i Daca nom inalisti i cons idera confuza fi losofie conceptia care presupune aceasta referinta la ob iecte metafizice, d i scipo l i i lui Platon iau in serios problema ob iectelor abstracte, sustinand o conexiune directa intre prob lema universal i i lor si cea a expresii lor gel) erale Aceste expresii sunt in l imbajul obi snuit substantive, verbe, adjective care interv in in formularea enunturilor despre proprietati si relatii si care intr-un lim baj formalizat sunt desemnate prin simboluri ca de exemplu "P" sau "Q" Aceasta trim ite in mod firesc la intrebarea, in legatura cu aceste cuvinte anterior mentionate, pentru ce fel de obiecte stau, ce denumesc ele? Raspunsu l in legatura cu un asemenea predicat, ca, de exemplu, "verde" nu vizeaza in mod evident obiecte concrete, ci obiecte abstracte in timp ce p latonismul opereaza cu o asemenea presupozitie impli cita, care acred iteaza ideea ca pred icatele sunt nume a ceva, nom inalismul, respingand aceasta teza, atribuie predicatelor generale numai un rol ,,sincategorematic ", construindu- le ca propozitii deschise, ca de exemplu "x este verde" unde "x" este o v ariabila libera Conceptia nom inalista sustine ca propozitiile deschise nu au semn ificatie de sine statatoare, dar achizitioneaza semnificatii, atunci cand asupra lor se efectueaza unele operati i ca: inlocuirea variabi lei cu numele unui obiect concret individual (in exemplul anterior punand "iarba" in locul lui "x" 229 obtinem "iarba este verde"); l egarea variab i le l or prin apl i carea cuantificatori lor: (x) (cuantificator universal - cititi "pentru orice x") si (E(x) (cuantificator existential care se citeste "exista un x"); aplicand aceste procedee obtinem propoziti i universale, respectiv existentiale: (x) (x este un om): orice lucru e un om" si care este, evident, o propozitie generala falsa; "(Ex) (x este un om): exista un x si x este om, sau simplu, exista oameni si care este o propozitie adevarata Nom inal isti i considera propozitiile complete ca avand semnificati e, in timp ce conced ca predicatele sunt numai fragmente de propozitii, ce au o sem nificatie numai in mod ind irect, derivat " Viciul" platonismului rezida, conform pozitiei nom inaliste, in faptul ca atribuie predicatelor o semnificatie proprie, indiferent de ipostaza lor ca fragmente propozitionale, cu alte cuv inte le cons idera ca nume a ceva, in speta nume ale entitati lor abstracte Nom inal ismul refuza sa identifice a avea semnifi catie cu a fi nume a ceva, adica asimilarea semnificatiei complete cu functia denumirii in contexte spatio-temporale 4-dimensionale Presupozitia ontologica nom inal ista este mai restrictiva, in sensul ca daca variabila legata (aflata, deci, in sfera de actiune a unuia dintre cuantori - universal sau existential) este considerata aici aspectul lingvistic relevant, atunci sunt admise numai variabile care parcurg exclusiv obiecte concrete De indata ce variabi lele legate parcurg obiecte abstracte de genul clase, proprietati, relatii, numere, propozitii etc , depasim frontiera nominal ismului si ne aflam, cum spune Stegmtiller [ 1 , p 3 ], pe teritoriul platonismului Acest punct de vedere cu privire la relevanta ontologica a variabilelor legate ale unui sistem (formal) l-a enuntat explicit W V Quine prin celebrul sau slogan : "a fi inseamna a fi valoare a unei variabile legate " Din punct de vedere ontologic variabi lele ca entitati abstracte (logice) au semnificatie, iar nu forma lor lingvistica identific􀀋m o conexiune directa intre ontologie si adevar, caci un obiect este presupus sa existe, daca este inclus printre valori le variabilelor si asertiunile facute devin adevarate Din punct de vedere logico- lingvistic, o comparatie a sistemelor nom inaliste si platon iste invedereaza, dupa Stegm ti l ler [ 1 , p 5 ] , urmatoarele doua aspecte: a) nominalismul n u este u n sistem complet 2 3 0 diferit de platonism, ci doar mai sarac; platon ismul (mai exact sistemul acestuia) apare ca o "expansiune" a celui nom inalist, deoarece adm ite si variabile pentru obiectele abstracte; b) nu exista situatia intermediara, alternativa platonism-nom inal ism, formand o disjunctie, un sistem (formal) putand fi platoni st sau nom inalist Caracterizarea, oarecum vaga, a conceptului de individual concret, relevant pentru nom inalism, introduce un gen de indeterm inare referitor la nominalism, ramanand cert faptul ca numai individuali i qmcreti sunt admisi ca valori ale variabi lelor Log ic s i l ingv istic structura unui si stem formal in viziunea platonista d ifera de cea a unui sistem formal nom inal ist numai prin adm iterea variab i lelor, cu cuantificatori i asociati, care parcurg un domen i u d e o b i ecte abstracte ; aceasta ar fi d iferenta spec i fi ca, "expansiunea" atribuita unui sistem formal platonist relativ la unul nominalist, deoarece in rest urmeaza "partea comuna" formata din urmatoarele grupe de ingred ienti : i) variabi lele individuale: "x" si "y"; 2) expresi ipred icat generale: "P" "Q"" monare sau pol iadice si care fac posibila constructia enunturilor despre proprietati si relatii; remarca: i) si 2) singularizeaza nom inalismul prin invocarea exigentei ca domen ii l e variabilelor, respectiv cele individuale si pentru predicate s a fi e l imitate excl usiv la individuali concreti, proprietati si relatii concrete; 3) toate tipurile de constante logice cunoscute ("nu", "si", "sau", "daca " atunci" etc ) care perm it formularea de compus i propozitional i verificational i; 4) cuantificatori i (x) si (Ex) cu aj utorul carora construim enunturi generale si existentiale despre individual ii domeniului (in l imbajul nominal ist) despre entitatile domeniului de discurs, care pot fi obiecte abstracte, precum clase, numere, proprietati, functi i etc , in l imbajul platonismului in discutia despre natura si structura sisteme lor platoniste si nom inaliste, dupa Stegmtiller [ 1, p 5], sunt fundamentale urmatoarele aspecte: in primul rand, distinctia "concret-abstract care nu poate fi redusa la ceva mai primitiv, si care poate fi inteleasa prin apel la exemple; concrete sunt moleculele, celulele, stelele etc ; abstracte sunt clasele, multim i le, numerele, relati i le, functi i le, propoziti i le etc Nu este asa importanta, cum s-ar credea, indeterminarea conceptului de individual 23 1 concret, caci se poate opera suficient de precis cu el, daca admitem ca aproape toate discip linele stiintifice, am adauga noi cele cu relevanta factuala, empirica, pot fi expuse in maniera nom inal ista Astfel, acest domeniu de individuali consta pentru fizicianul teoretician in punctele spatio-temporale ale universului, i ar pentru biolog este reprezentat de totalitatea organismelor vii S ingurul lucru semnificativ si cu adevarat important ramane, apreciaza Stegmtiller, faptul daca se poate transcende acestu i domen iu de ind ividuali, ad ica daca sunt adm i se clase de individuali, si, in conseci nta, in plan logic-formal se uti lizeaza atunci un stil bisortat " de variabile: pentru individuali si respectiv pentru clase Dar se poate intampla ca discursul sti intific sa fie cantonat sever si exclusiv in regimul unui singur fel de variabile, cele pentru indivizi Asadar, subzista o controversa serioasa, stiintifica (teoretica) si valabi la, aceea in jurul problemei daca dincolo de obiecte concrete exista si obiecte abstracte Pozitia care cons idera justificata legitimitatea acestui tip de obiecte, este vorba de cele abstracte, a fost numita platonism si poate nu in sensul ca sustinatorii ei pretind o fidelitate exhaustiva fata de doctrina fi losofica a gand itoru lui grec, ci doar in sensul ca ei valorifica o contributie fundamentala a acestuia la cunoasterea si gandirea universala: descoperirea obiectelor abstracte Corespunzator unei ierarh ii ontologice a obiectelor abstracte (clase, proprietati, relati i, functii, propoziti i etc ) identificam o multitudine de forme ale platonismului asociate acestuia: platonism al claselor, platonism al proprietati lor, platonism al relati i lor, platonism al functiilor si propoziti ilor, platonism al numerelor, platonism al multimi lor, sistemele respective continand variabi le pentru clase si relatii, sau variab i le pentru numere si functii acest lucru depinzand de bogatia specifica a sistem ului in cauza Deoarece se stie ca numerele si relati i le sunt reductibile la clase, prin intermed iul defin itiei, rezu lta ca variabi lele care stau pentru numere si relati i devin superfluu si deci pot fi suprimate in sistemul formal construit dintr-o asemenea perspectiva Au insa relevanta in contextul discutiei prezente doua concepte (ca si distinctia di ntre ele): extens iunea (pred icatului, pred icatelor generale) care desemneaza clasa obiectelor care satisfac pred icatul 232 respectiv; intensiunea predicatului (adica proprietatea exprimata de acel predicat) in consecinta, logicienii si epistemologii d isting doua variante importante de platonism: platonism extensional si platonism intensional, 􀙩i stabi lesc urmatorul rezultat sem n ificativ ontologic, care ni se pare ca l-a formulat prima data Russell: numarul de obiecte ideale admise de platonismul extensional este mai m ic decat numaru l obiectelor ideale acceptate de platonismul intensional, intrucat totdeauna se pot specifica proprietati d iferite pentru orice clasa ce o detenn ina, nu insa si v iceversa Acest rezu ltat poate fi convingator i lustrat daca consideram un sistem , limbajul pentru propozitii, caz in care am intita diferenta dintre cele doua variante-tipuri de platon ism este chiar mai frapanta, deoarece numarul extensiuni lor va fi construit de cele doua valori de adevar, adevarul s i falsul, i n timp c e numarul intensiun i lor este chiar infinit, existand, intradevar, infinit de multe propozitii ce pot fi luate ca valori ale variabilelor propozitionale Platonismul extensional are o relevanta remarcabila in filosofia matematici i, avand conceptul de clasa drept pivot central intrucat, asa cum s-a aratat in logica matematica moderna, extensiunile relati ilor, numerelor si expresi ilor functionale pot fi reduse fara dificultate la conceptul de clasa Deoarece nu s-a putut trasa o distinctie ferma intre conceptele de clasa si intreg concret (complex, agregat, gramada), ultimul fi ind specific si relevant pentru nominalism, s-a considerat ca primul concept (cel de clasa) nu conduce inevitabil la platonism Dar, in timp ce doi intregi sunt identici, doua clase sunt diferite referitor la numarul elementelor lor si prin urmare conceptele de clasa si intreg concret trebuie distinse Cu aj utorul conceptelor mai tehnice: termeni generali concreti (al bastru, tata, uman etc ) termeni singul ari concreti (umanitate etc ) putem aduce noi clarificari privind relatia platonism-nominalism, caci acesti termeni pot fi construiti ca nume ale extensiunilor sau ale i ntens iun i l or intr-un sistem nominal ist term en i i generali concreti construiti ca propozitii deschise, expres ii ce slujesc, in acest context, unor scopuri de abrev iere, iar propoziti ile care vorbesc despre libertatea persoanei, curajul omului (termeni singulari concreti) au semn ificatie 233 numai traduse in expres ii adm isibile din punct de vedere norn inalistic Simpla prezenta a acestor expresii nu conduce la platonism Astfel, un enunt ca acesta: "Tinerii sunt atrasi de frumos", poate fi interpretat platonistic sau nominal istic in functie de criteri ul relevantei variabilelor legate, daca acestea stau pentru obiecte abstracte sau, dimpotriva, pentru obiecte concrete, in particular daca frumosul, frumusetea, este acel ceva catre care sunt atrasi tinerii sau aceasta expresie poate fi reformulata in maniera nom inal ista Teza platonismului despre existenta obiectelor abstracte face ca aceasta conceptie sa fie mai complexa sub raportul presupozitiilor si limbajul la care apeleaza sa fie mai bogat "Traducerea platonista" a enunturi lor nom inal iste este la in 1 1 1 1 - dational research of mathematics; i i ancient history and ph i loso phy o l ' 1 11 1 1 t h rn 1 a t 1l''; , i i i modem philosophy of mathematics; i V Kant's phi losophy o f mathem at i c s 􀀼 V t l i c present situation in the phi losophy of mathematics " The philosophy <f 111ntlie11wt1 c ·s " states a pi uri- and inter-discipl inary approach of the issue, outlining a ,,contact zone" i n which a series o f discip li nes (such as philosophy, logic, mathematics, nH :tamath ematics, history of mathematics) are in a strong and deep inter􀊳ction with the practice of mathematics - the so cal led effective mathemati cs The ai􀊴s of the research are both at the levei ofthe present state ofaffairs and baffl ing vaste, but the comp lete read ing trip of the text it is hoped to convince about the success of the approach used The mutual openings of different domains and genres of the foundational research and interrelati ons those have with the science of mathematics are stressed in the book The unity of mathematics' style (ontologica!, epistemo logica! and methodological); its remarkable characteristic to take part at the marking up of its own foundations, at the assessment of the ontologi cal, epistemologica! methodological status of the mathematical entities are developed The core of the script is made ofthe "interactive relation" 's problem between phi losophy and mathematics - this being announced and especially approached in chapters i and V The profitable valences for both theoretical discipl ines - mathematics and phi losophy - are identified and motivated with caution in this context we show that the differences and divergences of opinion in the sphere of phi losophical and foundation al investigations of mathe-matics are the consequences of the "con flict'' betwecn prcscn t results (technical-mathematical and metamathematical), and the grcatest of ph ilosop h ical thought's main trends: platonism, aristotelism, kantianism etc M u ch more, 1 1 w t l i ematics' great foundational ist programmes (logicism, formal ism, int i t u t ion ism ) i l rc t l 1 e hypostases of the general phi losophy's trends - the real ism, the 110111 i 1 w l i s 1 1 1 , t l ic rn 1 1 - ceptua! ism On the one hand, if phi losophy offers to mathemat ics a rc l c v; 1 1 1 r e t 1 hrn 1 t t l w ultimate roots o f present divergences within phi losophy and foundation s o f 1 n ; 1 t h rn 1 i 1 t ics, on the other hand, different philosophies i mposed by the modern rcsearchcs rn 1 1 he used as actual too ls and scripts to read and reinterpret being able to ass ign a more rn1 i lT i and profund understanding of the ancient, middle age and mo dern, ph i los opl ty · 􀀸 significations and messages The first and last chapters offer exp li citly the context wl i ir l i poi nted out the approaches to that issue The discourse retai ns, in a relevan t a n d c ol i r 1 - 329 ent way, the relations' constellation among the great domains of mathematical thinking; mathematics, the foundations of mathematics, metamathematics, philosophy of rnathematics, general (speculative) philosophy A series of remarks - that are original - expressed explicit by enough the significant outl ine of the terms which designated the thought's domains above mentioned The remarks, also formulated the conceptual, theoretical and methodological distinctions - warning in this way against the unauthorized use of them in the context of more subtie theoretical analysis (see the borders among philosophy of mathematics, foundations of mathematics and metamathematics ) The plea in the favour of "difference", "distinction", "separation", (but not "exclusiveness") has a counterbalance in the cautious identifications ofthe communication, the mutual ity and complementarity among those domains - this being a phenomenon produced by the great mutations due to the foundational progresses in these chapters (i, V) the logica! and logico-mathematical approach is prevalent; in this case, the mathematical research appeals to the proceedi ngs, methods and technics with a mathematical, logi co-mathematical and metamathematical character The Jast ones are in the service of the phi losophical analysis and exp lanations - in the author 's view this is the legiti mation of the productive role of philosophy in the foundational research As regards chapters ii, iii and iV - these containing "historical" essence which has an actual relevance - the author not pretends (not claims) original contributions: he only states in a pertinent way the information due a vaste and up-to-date bibliography (which is subordinated to the approach used) Anyway, a series of personal notes regarding different issues can be identified, this being alongside with the systemical synthesis- that one faci litating the building of the research' script This "script" is centered upon the relation between "philosophy and mathematics " and refers explicitly to the famous issue of ,;nathematics · foundation " The last one is, accord ing to the author,forked in two sub-problems; 1 ) that of mathematics ' nature, wh ich belongs to philosophy's vocation and competence; 2) that of mathematics ' structure, that being more "technically'' approached belongs to such disciplines as foundations of mathematics and metamathematics in such a "script", philosophy of mathematics (besides of foundations of mathematics and metamathematics) finds its natural place Through phi losophy ofmathematics is identified the channel of the general, "speculative" philosophy's "i nsertion" and "communication" in the " contact zone " ofthe significative domains of mathematics, foundational research (mathematics, foundations of mathematics, metarnatematics, philosophy of mathematics and general phi losophy) The philosophy will accompany differently the foundation's problem in the contexts of the approach, for exarnple, at the pure mathematics' levei, and at that of applied mathematics, and, final ly, at the computers' impact The philosophy's role, for which the author had also pleaded in M turlea [ 1 ], is speaking in metaphorical way placed under the "cupola" of the conceptualmethodological distinction: ,foundationist "-,foundational " - which separates and generously assigns the competences to philosophy ofmathematics, those of mathematics' foundations and metamathematics, respectively 3 3 0 ' Tiparul s-a executat sub c-da nr 86 1 200 i la Tipografia Editurii Universitatii din Bucuresti 